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MO DAU
1. Lich s van dé va li do chon dé tai

Li thuyét phuong trinh vi phan dao ham rieng dudc nghién ctu dau
tien trong cac cong trinh cta J. D’Alembert (1717 - 1783), L. Euler
(1707 - 1783), D. Bernoulli (1700 - 1782), J. Lagrange (1736 - 1813),
P. Laplace (1749 - 1827), S. Poisson (1781 - 1840) va J. Fourier (1768 -
1830), nhu 13 mot cong cu chinh dé mo ta co hoc ciing nhu mo hinh giai
tich ctia Vat 1i. Vao gitta thé ky XIX v6i syt xuat hién cic cong trinh clia
Riemann, I thuyét phuong trinh vi phan dao ham riéng da ching t6 1a
mot cong cu thiét yéu ctia nhiéu nganh toan hoc. Cudi thé ky XIX, H.
Poincaré da chi ra méi quan hé bién ching gitta Ii thuyét phuong trinh
vi phan dao ham riéng va cac nganh toan hoc khac. Sang thé ky XX,
Ii thuyét phuong trinh vi phan dao ham riéng phat trién vo ciing manh
mé nhd c6 cong cu gidi tich ham, dic biet 14 tir khi xuat hién 1i thuyét
ham suy rong do S. L. Sobolev va L. Schwartz xay dung.

Nghién citu cac phuong trinh va hé phuong trinh elliptic tong quéat
da doéng vai tro rat quan trong trong li thuyét phuong trinh vi phan.
Hién nay cac két qua theo huéng nay da tuong déi hoan chinh. Clung véi
st phét trien khong nglmg clia toan hoc ciing nhu khoa hoc céng nghé
nhiéu bai toan lien quan téi do tron ctia nghiém cac phuong trinh va he
phuong trinh khong elliptic da xuat hien. C6 mot s6 16p phuong trinh,
trong d6 c6 16p phuong trinh elliptic suy bién, 6 mot khia canh ndo dé
ciing c¢6 mot s6 tinh chat giong v6i phuong trinh elliptic.

Cac nghién cttu vé phuong trinh elliptic da duge dé cap kha nhiéu
trong cac cong trinh: Friedman (1958), L. Hérmander (1966), H. Brezis
va L. Nirenberg (1983), B. Helffer va J. Nourrigat (1985) va céc trich dan
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thém & trong d6. Gan day mot sb cac chuyén gia ngoai nuéc chuyéen sang
nghién citu phuong trinh elliptic suy bién phi tuyén trong cac cong trinh
D. S. Jerison va J. M. Lee (1987), V. V. Grushin (1970, 1971), T. Bieske
(2002), A. E. Kogoj, E. Lanconelli va S. Sonner(2000, 2012 - 2016), C.J.
Xu (1992) va cac trich dan 6 trong d6. Mot s6 tac gia trong nudc cling dat
dudc cac két qua sau sic trong viéc nghién citu cdc phuong trinh, hé cac
phuong trinh elliptic suy bién phi tuyén v cidc phuong trinh lien quan
nhu: N. M. Chuong, N. M. Tri, P. T. Thuay, N. T. C. Thuy, C. T. Anh,
T. D. Ké va cac trich dan théem & trong d6. Da dat dude cac két qua
vé do tron, tinh gidi tich, tinh chinh qui Gevrey clia nghiém ciia cac
16p phuong trinh nita phi tuyén kiéu Gilioli — Treves, phuong trinh ma
phan chinh ciia n6 1a lity thita clia toan tit Mizohata, phuong trinh niia
tuyén tinh kieu Kohn — Laplace trén nhém Heisenberg, phuong trinh
nita tuyén tinh kiéu Grushin, va céc két qua vé su ton tai va khong ton
tai nghiém ctia bai toan bién cho phuong trinh elliptic suy bién, sy ton
tai nghiém va dang diéu tiém can nghiém cta phuong trinh parabolic
suy bién, su ton tai nghiém va dang diéu tiém can nghiém ctia phuong
trinh hyperbolic suy bién.

Tuy nhién cac két qua dat dugce cho cac phuong trinh elliptic, phuong
trinh hyperbolic suy bién van con it, chua day di. V6i cac 1i do néu trén
chiing t6i da chon dé tai nghién ctu cho luan an ctia minh la “Vé mot
s6 phuong trinh elliptic va hyperbolic phi tuyén suy bién”.

2. Muc dich nghién citu

e Noi dung 1: Nghién ciu bai toan bién elliptic suy bién chiia toan
ta A, véi cac noi dung sau:

- Nghién cttu sy ton tai nghiém yéu ctia bai toan;

- Tinh chinh quy ctia nghiém yéu.



e Noi dung 2: Nghién citu phuong trinh hyperbolic tat dan chita toan
t1t elliptic suy bién manh trong mién bi chan véi cac noi dung sau:

- Nghién ctiu sy ton tai va duy nhat nghiém tich phan;

- Nghién cttu sy ton tai tap hat toan cuc;

- Danh gia s6 chieu fractal ctia tap hut toan cuc.

e Noi dung 3: Nghien citu phuong trinh hyperbolic tat dan chita toan
tit Grushin trong toan khong gian v6i cac noi dung sau:

- Nghién ctiu sy ton tai va duy nhat nghiém tich phan;

- Nghién ctiu sy ton tai tap hat toan cuc.
3. D6i tugng va pham vi nghién ciu

D6i tugng nghién ciu ciia luan an 1a xét bai todn bién va bai toan

bién gia tri ban dau c6 chia toan ti elliptic suy bién
N
s, s,
A=Y — [2—.
! Z 8ﬁlfj <’Y] 837])
j=1

4. Phuong phap nghién ctu

e Dé nghién cttu su ton tai nghiém yéu ctia bai toan ching toi st
dung phuong phap bién phan.

e Dé nghién citu tinh tron ctia nghiém ching t6i st dung dinh li
nhiing kiéu Sobolev va mot sé bat dang thric.

e Dé nghién cttu sy ton tai duy nhat nghiém, ching t6i st dung céc
phuong phap va cong cu cla giai tich ham phi tuyén: phuong phap nita
nhoém.

e Dé nghién cttu dang diéu tiém can ctia nghiém, ching toi stt dung
cac cong cu va phuong phap cia li thuyét hé dong lyc vo han chiéu néi
riéng la phuong phap danh gia tién nghiém tiém can va phuong phap

danh gia phan duoi ctia nghiém.



e Dé danh gi4 s6 chiéu fractal cia tap hit toan cuc ching toi sit dung
Ii thuyét /— quy dao.

5. Cac két qua dat dudc va y nghia ctia dé tai

Luan an da dat dugc nhitng két qua chinh sau day:

e Do6i véi bai toan bién elliptic suy bién dua ra v chitng minh dugdc
su ton tai nghiém yéu clia bai toan véi mot s6 dieu kién clia s6 hang phi
tuyén.Va ciing chitng minh dugc tinh chinh quy ciia nghiem. Day 14 noi
dung ctia Chuong 2.

e D6i v6i phuong trinh hyperbolic tat dan chita toan tit elliptic suy
bién manh trong mién bi chan: Ching minh dude sy ton tai va duy nhat
ctia nghiém tich phan. Ching minh dudc sy ton tai clia tap hat toan
cuc vd danh gia dugde s6 chiéu fractal ciia tap hat. Day 1a noi dung cta
Chuong 3.

e D61 v6i phuong trinh hyperbolic tat dan chita toan tit Grushin
trong toan khong gian: Chting minh dudgc sit ton tai va duy nhat cia
nghiém tich phan. Chitng minh dugc sy ton tai ciia tap hut toan cuc.
Day la noi dung ciia Chuong 4.

Cac két qua ciia luan an 1a mdi, c6 ¥ nghia khoa hoc, va gép phan
vao viéc hoan thién viéc nghién citu sur ton tai clia nghiém yéu, tinh tron
ctia nghiém ctia bai todn bién elliptic suy bién, va dang diéu tiém can
nghiém ciia cadc phuong trinh hyperbolic tit dan chia toan tit elliptic
suy bién.

6. Cau tric luan an

Ngoai cac phan mé dau, tong quan, két luan, kién nghi, danh muc
cac cong trinh dudc cong bd va danh muc tai lieu tham khao, luan an
bao gom 4 chuong:

e Chuong 1: Mot sé kién thic chuan bi. Trong chuong nay, ching toi



trinh bay mot s kién thiic chuan bi, bao gom: Khai niem toan ti A,
mot s6 khong gian ham, cac tinh chat quan trong st dung trong luan
an, cac két qua tong quat vé li thuyét tap hat toan cuc va mot sd két
qua bo tro duce diung cho céc chuong sau.

o Chuong 2: Su ton tai nghiém va tinh chinh quy cia nghiém cia
bai todan bién doi vdi phuong trinh elliptic suy bién. Trong chuong nay,
ching toi nghién cttu mot 16p bai toan bién elliptic chita toan ti A, véi
mot s6 diéu kién ciia s6 hang phi tuyén va két qua ching toi dat duge 1a
cac dinh 1f vé sy ton tai ctia nghiém yéu khong tam thuong, dinh Ii ve
tinh chinh quy cta nghiém.

e Chuong 3: Tap hit toan cuc doi vdi phuong trinh hyperbolic tdt dan
chita toan ti elliptic suy bién manh trong mién bi chan. Trong chuong
nay, ching toi nghién citu mot 16p bai toan hyperbolic tit dan chiia toan
tit elliptic suy bién manh trén mién bi chan Q C RY, v6i s6 hang phi
tuyén ting trudng kiéu da thic. Ching t6i sé ching minh sy ton tai
nghiém tich phan ctia bai toan, sur ton tai tap hut toan cuc trong khong
gian 7 ) 4(2) x L*(2) va chiing minh s6 chieu fractal ciia tap hit toan

cuc la httu han.

e Chuong 4: Tap hit toan cuc doi vdi phuong trinh hyperbolic tdt dan
chita toan tu Grushin trén toan khong gian. Trong chuong nay, chung toi
tiép tuc nghién ctu bai toan hyperbolic tat dan trén toan khong gian
RY N > 2. Khi d6 cac phép nhiing can thiét khong con compact, do
d6 S(t) khong con la nita nhom compact nita va dieéu d6 gay ra nhiing
kho khan 16n khi nghién ctu. Dé khic phuc diéu d6 ching toi da dua
ra khodng cach suy bién tuong ting va st dung phuong phap udc luong
duodi nghiem dé ching minh s ton tai tap hdt toan cuc ciia nita nhom
sinh bdi bai toan trong khong gian SZ(RY) x L2(RY).



Chuong 1
MOT SO KIEN THUC CHUAN BI

Trong chuong nay, ching toi trinh bay mot sé kién thitc chuan bi,
bao gom: Khai niém toan ti A,, mot s6 khong gian ham, cac tinh chat
quan trong sit dung trong luan an, cac két qua tong quat vé li thuyét tap

hiit toan cuc va mot s6 két qua bo tre duge dung cho cac chuong sau.

1.1 Toan tit A, va mot s6 khong gian ham

1.1.1 Toan td A,
Gia st ©Q la mot mién bi chan c6 bién tron trong khong gian

RV, N > 2. Chiing ta dinh nghia toin ti:

Zaa: 833 ) :iaj:1727"'7N7
j ] Zj axj

trong d6 ham v; : RY — R 1a cdc ham lién tuc va théa man v; > 0,
j=1,2,...,N trong RV\II, véi

II:= X:(xl,xg,...,xN)ERN:H:Uj:O

Hon nita, ching ta gia st v;(X) théa man céc tinh chat:
1) fyl(X) = 177] (X) :’7] (xlax%"'vxj—l)? ]: 277N7
ii) Vi méi X € RY ta c6 v; (X) =, (X*), 5 =1,2,...,N, trong
do
X*=(|z1|,...,|zn]) néu X = (z1,29,...,7N);
iii) Ton tai hang s6 p > 0 sao cho:
0 <240:,7 (X) <py; (X),Vke{1,2,...,j—1} ,Vj=2,..., N,
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véiméiXeE = {(z1,....,an) €RY 12; > 0,Vj =1,2,... ,N};

iv) Ton tai nita nhom {d;},., théa man:

5 :RY — R

(x1,...,2n) —> & (21,...,2N8) = (t721,..., tV2N)

voi 1 =& < g9 < --- < ey, sao cho v, la & — thuan nhat bac ¢; — 1, tiic
la
v (6 (X)) =t 1 (X)), VX eRY vt >0, j=1,...,N.
Ching ta dinh nghia N 1 sb chidu thudn nhat ctia RY cing véi nita
nhom {5t}t>0, tic la

~

N:i=¢e1+e+---+en.

1.1.2 Mot s6 khong gian ham
Dinh nghia 1.1.1. V6i 1 < p < oo, ta dinh nghia tap tat cd cidc ham
u € LP(€2) sao cho v;0,,u € LP(Q2) v6imoi j = 1,2,..., N, la khong gian
SP(Q).

Chuan trong S2(Q) duge dinh nghia la

1
p

N
[ullgr() = / ul’ + " |70aul” | da

Q j=1

Néu p = 2 chung ta dinh nghia tich vo huéng trong Sg(Q) nhu sau:
N
(4, 0) g2y = (U, 0) 20 + Z ’yjﬁwju,fyjﬁxjv)m(m.
j=1
Khong gian 5570(9) dinh nghia nhu 1a bao déng ctia C}(Q) trong

khong gian S?(€2) véi Cj(Q) la tap cac ham trong C'(€2) ¢6 gia compact
trong (2.



D@ dang chiing minh duge SE(Q2) va SY ((€) 1a céc khong gian Banach,
cac khong gian S2(Q) va 52 4(2) 1a cac khong gian Hilbert.
Dat

N 1
Vou = (7105,u, 205,10, . .. , YNOpyu0) , | Vyu| := (Z hjaxjup) 2

j=1
Neu v = (L,1,...,1, lz[F, ..., ]z|F), thi ching ta ki hieu
Nl_ Sé NQ— Sé ~
Sio(€) = 52,(Q), Vi := V,, va Ny := N = Ny + (1 + k)No.

Néu~y = (1,1,....1 |z/"y|™, ... [z[*]y"), thi ching ta ki hicu

(N1 +No)— SO Ny— 8O N
S(le,b),o(ﬁ) = 520(Q), Vg, == Vo, va Niygyy = N = Ny + Np + (1 +

kl + ]{Q)Ng.

Dinh nghia 1.1.2. Ching ta dinh nghia khong gian S7(R") 1a bao déng

ctia khong gian C5°(RY) vé6i chuan

[— t/ (Jul? + | Viul*) dX

Khi dé6 khong gian S7(R”) la khong gian Hilbert v6i tich vo huéng nhu

2

sau:

(u, U)s,z(RN) = (u,v) 2@y + (Viu, Viv) o @n).

1.1.3 Mot sb6 tinh chat

Trong muc nay, ching t6i nhic lai dinh 1i nhing kiéu Sobolev trong
mién bi chan, dinh 1f nhing kiéu Sobolev cho toan khong gian, dinh 1i

ve sy ton tai diém cyc tieéu ciia phiém ham trén mot tap déng yéu.



1.2 Tap hut toan cuc va tinh chat

1.2.1 Mot s6 dinh nghia

Trong muc nay, ching to6i nhac lai mot s khai niém vé nita nhom,
tap hiat toan cuc, toan tit sinh cia mot nita nhém, hé gradient, nita nhom
compact tiém can, quy dao clia mot tap, so6 chiéu fractal, va tinh chat

z ~ ? ~ 7z ~ ~ ~
nén suy rong cua mot anh xa trén mot tap.

1.2.2 Mot s6 tinh chat

Trong muc nay, ching toi nhic lai mot s6 s6 két qua can dung dén
trong luan an: B6 dé compact Aubin - Lions; Dinh 1i Stone, Dinh 1i vé
su ton tai tap hdt toan cuc compact ciia nita nhém, Dinh 1f vé sy hitu

han chiéu fractal clia mot tap.



Chuong 2

SU TON TAI NGHIEM VA TINH CHINH QUY CUA
NGHIEM CUA BAI TOAN BIEN DOI VOI PHUONG
TRINH ELLIPTIC SUY BIEN

Trong chuong nay, chung t6i nghién cttu mot 16p bai toan bién elliptic
chita toan tit A, v6i mot s6 dieu kien ctia s6 hang phi tuyén va két qué
ching toi dat dudc 1& cac dinh 1f vé sy ton tai clia nghiem yéu khong
tam thuong, dinh 1i vé tinh chinh quy ctia nghiém. Chuong nay gom hai
phan:

- Phan tht nhat: Trinh bay mot s6 dinh 1i vé sy ton tai nghiém yéu.

- Phan tht hai: Trinh bay tinh chinh quy clia nghiém ctia bai toan
bién.

Noi dung ctia chuong nay dya trén cac bai bao [1], [2] trong Danh

muc cong trinh khoa hoc da cong bd clia luan an.

2.1 Mot sbé dinh 1li vé su ton tai nghiém yéu

Trong muc nay ching ta sé nghién ctiu sy ton tai nghiém yéu ctia bai
toan bien elliptic suy bién chia toan tit A, phuong phap ching toi si
dung & day 1a phuong phap bién phan.
2.1.1 Dinh li vé sy ton tai nghiém yéu

Trong muc nay ching ta xét bai toan sau:

{Awu—i— f(X,u) =0 trong €, 2.1)

u=up trén Of),

trong d6 © 1a mién bi chin trong RY, v6i bien 0Q tron va

ug = up(X) € C*Q). St dung dinh nghia nghiém dusi yéu, nghiem
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trén yéu va phuong phap bién phan ching ta cé két qua sau:

Dinh 1i 2.1.1. Cho N > 2. Gid st u(X) € S2(Q) la nghiem dudi yéu,
w(X) € S2(Q) la nghiém trén yéu cia bai toan (2.1) va cdc hang so
¢, ¢ € R théa min —oo < c < u(X) <u(X) <€ < +oo hau khap noi
trong Q, va f(X,€) théa man dieu kien |f(X,€)] < a(X) + b|E|P trong
do

p_ N+ 2
a(X)e Lr1()),l <p< = :
(X) e LF (@), 1<p< =

Khi dé ton tei nghiém yéu u (X) € S2(Q) cia (2.1), théa man diéu
kien u (X) < u(X) <u(X) hau khdp noi trong Q.

beR,.

Hé qua 2.1.2. Gid st cac dieu kién cia Dinh li 2.1.1 la théa man. Khi
dé ton tai nghiém yéu cia bai todan (2.1) trong khong gian L™ (Q).
Hé qua 2.1.3. Gid st f(X,€) = k(X)EE|972 — €JEP2, trong do

1 < k(X) < C < oo, Cla hing s6 va2 < g <p< 2. Khido

bar toan
Au+ f(X,u) =0 trong €,
u=ugy trén O,
trong dé ugy la hang so va ug > 1, luon cé nghiém yéu trong khong gian
L>(Q).
2.1.2 Dinh li vé sy ton tai nghiém yéu khéng am

Trong muc nay ching ta xét bai toan bién sau:

—Aju+ M= ululP~? trong €,
u>0 trong (2, (2.2)
u=20 trén OS2,
trong d6 €2 14 mién bi chan trong RV, v6i bien 02 tron va A, p la hing

s6 cho trude.
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Dinh li 2.1.4. Gid st N > 2,p € (2, ]\%—NQ) va A\ la gid tri riéng cua todn
t — A, trong mién Q vdi diéu kién bién Dirichlet thuan nhat. Khi do,

vdi moi A > — N1 bai todn (2.2) luon cé nghiém yéu khong tam thuong.

2.2 Tinh chinh quy ciia nghiém cua bai toan bién elliptic suy

bién
Trong muc nay ching ta xét bai toan bién sau:

Ayu+ f(X,u) =0 trong €2,
u =0 trén 01,

trong d6 14 mién bi chan trong RY, v6i bién 02 tron.

Két qua trong muc nay 1a dinh 1i sau:

Pinh 1i 2.2.1. Cho Q la mién bi chan trong RN cung vdi bién 0N
tron. Gid st f : Q@ x R — R thoa man f(.,s) do dugc trén Q vdi
moi s € R ¢o dinh, f(X,.) lién tuc tren R vdi hau khap X € Q wva
FXE] < alX)(L+ D), a(X) € Li(Q). Gid siu € 52,(Q) la
nghiém yéu cia bai todn (2.3). Khi dé v € L]

Hon nita, néu u € SZ () va a(X) € L3 (Q) thi v € LYQ) vdi moi
g < 0.

() vdi moi g < .

Dinh i 2.2.2. Gid st f(X,&) = f(£) théa man diéu kién
1) f(€) € CY*(R) trong dé o € (0,1].

loc

2) |£(€)] < C(1+ [€[™) vdi C la hing 56 duong va 1 < m < 222,

Khi dé néu u(X) la nghiem yéu cia bai todn (2.3) thi u(X) € LP()
vdi moi 1 < p < 00.

T Dinh 1i 2.2.1 va Dinh 1i 9 trong N. M. Tri (1998) chiing ta co:

Hé qua 2.2.3. Gid st f(§) théa man cac diéu kién cia Dinh li 2.2.1 va
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1) f(§) = o(§) khi & — 0.
2) Ton tai hing s6 A va p € [0,1) théa man F (&) < pf()E vdi moi

€| > A, trong do F(§) = jéf(x)dx
0

Khi dé bai todn (2.3) luon cé nghiém yéu khong tam thuong thudc
khong gian LP(Q2) vdi moi 1 < p < oo.
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Chuong 3

TAP HUT TOAN CUC DOI VOI PHUONG TRINH
HYPERBOLIC TAT DAN CHUA TOAN TU ELLIPTIC
SUY BIEN MANH TRONG MIEN BI CHAN

Trong chuong nay, chiing t6i nghién cttu mot 16p bai toan hyperbolic
tat dan chia toan ti elliptic suy bién manh trén mién bi chin Q C RV,
v6i s6 hang phi tuyén tang trudng kieu da thic. Ching t6i sé ching
minh sy ton tai nghiém tich phan clia bai toan, su ton tai tap hut toan
cuc trong khong gian S?k1’k2)70(9) x L?(Q2) va danh gid s chiéu fractal
cia tap hut toan cuc. Chuong nay gom ba phan:

- Phan thi nhat: Trinh bay su ton tai v duy nhat ctia nghiém tich
phan.

- Phan th hai: Trinh bay su ton tai clia tap hat toan cuc trong
khong gian S?kl,kg),o(Q) x L*(Q).

- Phan thi ba: Trinh bay tinh hitu ciia s6 chiéu fractal ctia tap huat
toan cuc.

Noi dung ctia chuong nay dya trén cac bai bao [3] trong Danh muc

cong trinh khoa hoc ciia tac gia lien quan dén luan an.
3.1 Su ton tai va duy nhat ctia nghiém tich phan
3.1.1 Dat bai toan

Trong chuong nay ching ta nghién cttu bai toan sau:

uy + Puy = Py pyu+ f(X,u), X eQ,t>0,
u(X,t) =0, X €0Q,t>0, (3.1)
w(X,0) = ug(X), u(X,0)=ui(X),

14



trong d6 € 14 mot mién bi chan vé6i bién tron trong RM x RV x R =
RN (Ny, No, N3 > 1), 3 1a hing s6 duong, X = (z,y, 2),

ka

ki N
ou -
Ut = G Utt = tQ»‘QU‘% = <Zflf ) 7|3/‘2k2 = Zy?
j=1
Chung ta gia st f(X,€) : Q@ x R — R thoa man f(.,£) do dugc trén
véi moi € € R ¢6 dinh, f(X,.) lien tuc tréen R v6i méi X € Q va
F(X.6) - F(X. &) < Cle - &l (9(X) +1al +|el),  (3.2)

vl 0 < p < Nk1k2 N1+N2+(1—|—]€1+]€2>N3>2,

Nk1 ky—2
f(X,0) = h(X) € L*(Q), (3.3)
¢
OGO = [ S0Xn)r < ) + (X0€ (3.4)
0

trong d6 p, C' > 0 1a cac hang s6, va cac ham thoa man

Nkl ko Nk1 k2

91(X), g3(X) € L), g2(X) € L72(Q), ga(X) € L
1 1

< 9 < Y

HgQHLNkIQJQ () 202(221,/62’ Q) HgZLHLNkl?’kQ () C2(2}Z1,k’2’ Q)

(Q)7

6 day 25, = , C(2, ,» Q) 1a hiing s6 tot nhat trong bat dang

thitc Sobolev
el i) < Ol Dl o0

va g(X) 1a ham khong am théa man, g(X) € Lk (Q) néu p = 0, va
gX)elL e () néu p # 0. Dat

U 0 Id
o=(3)a=(a, o)
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PO = g+ oy ) 0= ()

Khi d6 bai toan (3.1) trd thanh bai toan sau:

dU »
— =AU+ [(U), t>0, (3.6)
U(0) = Uy.

Ching ta dat H = S(le’kQ)’O(Q) x L?(2). Khi d6 H 1a khong gian Hilbert
cung véi tich vo huéng sau

(U, 0)n = (< ! ) : ( “ )) = (Vi oty Vi, 1, 0) 12(0) + (0,0) 12(0)-

(% ()

3.1.2 Sy ton tai vd duy nhat ctia nghiém tich phan

Chung ta ching minh duge A 1a toan t lién hop léch nén theo Dinh

If Stone ching ta ¢6 A sinh ra mot Co— nita nhom e’ tren H.

Dinh nghia 3.1.1. Gia st T" > 0,7 € R. Mot anh xa lién tuc
U :1[0,T) - H dugc goi 1a nghiém tich phan ciia bai toan (3.1) néu
n6 la nghiém cta phuong trinh tich phan

U(t) = MU, + / A5 (1 (s))ds, € [0,T).
0

Néu U kha vi hau khap noi trén [0,T) cung véi U; va AU thuoc

1
loc

khong gian L
dU * X < . ~ N
- = AU+ f*(U), hau khap noi trén (0,7, va U(0) = Uy, U(t) € D(A),

([0,T), H) va théa man phuong trinh vi phan

khi d6 U dugc goi 1a nghiém manh ctia bai toan (3.1).

Stt dung tich chat ctia Cy— nita nhém va cac diéu kién clia anh xa f

chung ta c6 dinh 1i sau
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Dinh 1i 3.1.2. Gid st f(X,u) théa man cdic dieu kien (3.2)-(3.4) va
Uy € H. Khi dé bai todn (3.1) ton tai nghiém toan cuc duy nhat U €
C([0,00); H). Hon nita, vdi moi t c6 dinh dnh xa Uy — S(t)Uy := U(t)

la lién tuc trén H.

3.2 Sy ton tai tap hit toan cuc trong S7, () x L*(Q)

Tu Dinh 1i 3.1.2, ching ta dinh nghia nita nhom lién tuc
S(t) : H— H nhu sau
S(t)UO = U(t),

trong d6 U(t) 1a nghieém duy nhat ctia bai toan (3.1), véi dieéu kién ban
dau U,.

St dung phuong phap phuong trinh nang lugng duge dua ra béi J.
M. Ball nam 2004 chtng t6i chiing minh duge dinh i sau:

Dinh 1i 3.2.1. Gid st f(X,u) théa man cdic diéu kién (3.2)-(3.5). Khi dé
nia nhom S(t) c6 mot tap hit toan cuc lien thong compact A = W*(E)
trong H.

Dinh 1i 3.2.2. Gid st f(X,u) théa man diéeu kién (3.2)-(3.5). Khi dé
nita nhom S(t) xac dinh bdi bai toan 3.1, cé tap hit cuc tiéu toan cuc
M trong khong gian H, tic la, véi moi (ug,u1) € H nghiém tuong ing
(u(t), us(t)) = S(t)(uo, u1) dan tdi tap E cia cdc diem can bang trong H
khi t — +o00.

3.3 Danh gia sbé chiéu fractal ctia tap hit toan cuc

Trong muc nay ching toi chitng minh s6 chiéu fractal ctia tap hut
toan cuc A ctia bai (3.1) 1a htu han. Phuong phép ma ching t6i sit dung
6 day la phuong phap /— quy dao dugce dua ra bdi D. Prazak nam 2002

va két qua ma ching toi dat dugc la:
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Dinh 1i 3.3.1. Gid st f(X,u) théa man cic diéu kién (3.2)-(3.5) vdi

0<p< ————. Khidé so chiéu fractal ciia tap hit toan cuc A la
Ny gy — 2

hiu han.

Luu ¥ 3.3.2. Néu p =0, g(X) € LVu?¢(Q), v6i € 1a s6 duong di nhd
khi d6 Dinh Ii 3.3.1 van dung.
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Chuong 4

TAP HUT TOAN CUC DOI VOI PHUONG TRINH
HYPERBOLIC TAT DAN CHUA TOAN TU GRUSHIN
TREN TOAN KHONG GIAN

Trong Chuong 3, chung toéi da nghién ciu bai toan hyperbolic tat
dan chita toan tit elliptic suy bién manh trén mién bi chin Q C RY. Khi
d6 nita nhém S(¢),¢ > 0, sinh bdi bai toan 13 mot nita nhém (phi tuyén)
compact, tiic 14 S(t) 1a toan tit compact v6i moi ¢ > 0 (diéu nay suy ra tu
tinh compact ctia phép nhing 5(21@1,1@),0(9) — L*(Q). Trong chuong nay,
chiing toi tiép tuc nghién ctu bai toan trén toan khong gian RY, N > 2.
Khi d6 cac phép nhing can thiét khong con compact, do d6 S(t) khong
con 13 ntta nhém compact nita va diéu dé gay ra nhiing kho khan 16n
khi nghién cttu. Dé khic phuc diéu dé ching toi da dua ra khoang cach
suy bién tuong ting va st dung phuong phap uéc luong dudi nghiem de
chiing minh sy ton tai tap hat toan cuc clia nita nhém sinh béi bai toan
trong khong gian SZ(RY) x L*(RY). Chuong nay gom hai phan:

- Phan thit nhat: Trinh bay su ton tai v duy nhat clia nghiém tich
phan.

- Phan thi hai: Trinh bay sy ton tai clia tap hat toan cuc trong
khong gian SZ(RY) x L*(RY).

Noi dung ctia chuong nay dya trén cac bai bao [4] trong Danh muc

cong trinh khoa hoc ciia tac gia lien quan dén luan an.
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4.1 Su ton tai duy nhat ctia nghiém tich phan
4.1.1 Dat bai toan
Trong chuong nay ching t6i nghién cttu bai toan sau:

uy + Pur +u=Gru+ f(X,u),t >0,
X = (x,y) € RM x RV .= RV, (4.1)
u(X,0) = ug(X), u (X, 0) = uy (X),

trong d6 B 1a hing s6 duong, ug(X) € SZ(RY), u1(X) € LHRY) va

k
0 ok
= 8_?;’%% - 8_7:26’ a* = (Zx ) ,Gru = Agu + |$|2kAyu'

Ching ta gia sit f(X,€) : RY x R — R 1a ham lién tuc théa man

[(X, &) = f(X, &) < Cil& — & (9(X) + [&1]7 + [£/7) (4.2)
2,Nk:N1—f—(1—f—/{?)N2 >2,

vl 0 < p< N 2_
f(X,0)=h(X) e LA RY), (4.3)

F(X,8) > Cof (X, 6+ qi(X), voimoi X eRY, € €R,  (4.4)
/ F(X,u(X))dX <0,  véi moi u(X) € SARY),  (4.5)

RN
& day p,C1,Cy 1a cic hing s6 duong, va g(X) € LY (RY) N L > (RN),
£
gl(X) < Ll(RN)aF(X7 5) - ff(Xv T)dT'
0

U 0 Id
v=(0)a=(e )
Uup

fHUNX) = ( —Bo(X) +Of(X,u(X)) ) Vo= < uy ) ’

Chiing ta dat
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Khi d6 bai toan (4.1) tré thanh bai toan
dU

— =AU+ f* t
P U+ f(U), > 0,

U(0) = Up.
Dat H = SZ(RY) x L*(RY). Khi d6 K la khong gian Hilbert v6i tich vo
huéng

(4.6)

(U, U)3c = ( ( Z ) : < g ) ) = (u, W)sz2mv) + (0, V) 2mY).

4.1.2 Su ton tai va duy nhat ctia nghiém tich phéan

Chiing ta ching minh duge A la toan tit lién hgp léch nén theo Dinh
Ii Stone ching ta c¢6 A sinh ra mot Cy— nita nhom e?! trén H. Khi do6
ching ta c6 dinh 1i sau
Dinh 1i 4.1.1. Gid st f(X,u) théa man cdic dieu kién (4.2)-(4.5) va
Uy € H. Khi dé bai toin (4.6) cé nghiém duy nhat toan cuc
U € C([0,00); H). Hon nita, vdi méi t co dinh dnh xa Uy — S(t)Uy :=
U(t) la lien tuc trén K.

4.2 Sy ton tai tap hut toan cuc trong SZ(RY) x L?(RY)

Tu Dinh 1i 4.1.1, ching ta dinh nghia nita nhom lién tuc
S(t) : X — H nhu sau
St)Uy = Ul(t),
trong d6 U(t) 1a nghiém duy nhat ctia bai toan (4.6), véi dieu kién ban
dau Uy. Dé chiing minh tinh compact tiém can ctia S(t) trong H ching
ta chitng minh duge bo dé quan trong sau:
Bo dé 4.2.1. Gid st f(X,u) théa man dieu kién (4.2)-(4.5) va Uy € B.
Khi dé vdi moi e > 0, ton tai hang so6 duong T(e) va R(e) théa man
/ (juP + [ + VP )dX <, £>T(e), R>R(e). (47
| X[k =R
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trong do
1
X[ = [P0 4 (14 k)22

va U(t) la nghiém cia bai todan (4.6) vdi dieu kién ban dau Uy.

Stt dung k¥ thuat ude lugng dudi nghiém va phuong phap chimg minh

nita nhém 1a compact tiém can trong li thuyét hé dong luc ching ta c6
dinh 1i sau:
Dinh 1i 4.2.2. Gid st f(X,u) théa man cic diéu kién (4.2)-(4.5). Khi
do {S(t)}+>0 la compact tiem can trong H, nghia la, vdi moi day bi chan
{U,} trong H va moi day khong am {t,}>° | théa man t, — +oo khi
n — 400, khi do {S(t,)U,}>2, c6 mot day con hoi tu trong H.

Két qua ve sy ton tai tap hit toan cuc dude trinh bay trong dinh If

sau.

Dinh 1i 4.2.3. Gid st f(X,u) théa man diéeu kien (4.2)-(4.5). Khi dé
nita nhom S(t) sinh ra bdi bai toan (4.1) c6 mot tap hit toan cuc Ag

trong J.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

1. Cac két qua dat dudc

Trong luan an nay, chiing t6i nghién cttu sy ton tai nghiém, tinh chinh
quy clia nghiém ctia bai toan bién c6 chita phuong trinh elliptic suy bién
trong mién bi chin c6 bién tron va sy ton tai nghiém, nghiém toan cuc,
tap hat toan cuc clia bai toan bién gia tri ban dau doi véi phuong trinh
hyperbolic tat dan cé chita toan ti elliptic suy bién. Cac két qua chinh

dat duoc trong luan an bao gom:

1. D6i v6i bai toan bién elliptic suy bién dua ra va ching minh dugdc
sy ton tai nghiém yéu clia bai toan véi mot s6 diéu kién ctia s6 hang

phi tuyén, va tinh chinh quy ctia nghiém.

2. D61 v6i phuong trinh hyperbolic tat dan chita toan ti elliptic suy
bién manh trong mién bi chin: Ching minh duge sy ton tai va duy
nhat ctia nghiém tich phan. Ching minh dugc sy ton tai ciia tap huat
toan cuc lién thong compact trong khong gian S(Zkh,@)’o(Q) x L*(02)

va chitng minh dudgce s6 chiéu fractal ctia tap hat 1a hitu han.

3. Déi véi phuong trinh hyperbolic tat dan chita toan tit Grushin trong
toan khong gian: Ching minh dugc sy ton tai va duy nhat cia
nghiém tich phan. Ching minh dugc sy ton tai ctia tap hit toan
cuc trong khong gian SZ(RY) x L?(RY).

2. Kién nghi mo6t sé van dé nghién citu tiép theo
Bén canh cac két qua dat dudce trong luan an, mot sé6 van dé md lién
quan can dudgce tiép tuc nghién ctu nhu:
1. Nghién citu diéu kién ton tai nghiém clia cac bai todn bién néi trén
trong mién khong bi chan, trong mién bi chan véi dieu kién bién
Dirichlet khong thuan nhat.
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2. Nghién cttu sy ton tai tap hat khi ham phi tuyén phu thuoc thoi

gian nhu tap hut 1ui, tap hut déu va cac tinh chat ciia tap hut.

3. Nghién cttu sy ton tai nghiém va dang diéu tiém can nghiém cla
cac phuong trinh hyperbolic suy bién véi cac dieu kién bién khac
nhau, ching han diéu kién bién khong thuan nhat, diéu kién bién
Neumann, diéu kién bién hén hop, diéu kién bién phi tuyén, ... Dé
lam dugc diéu nay can xay dung dudgc khong gian c6 trong tuong
tng, dinh 1i nhiing kiéu Sobolev.

4. Nghién citu cidc mo6 hinh tng dung thyc té.

24



DANH MUC CONG TRINH KHOA HOC CUA TAC GIA
LIEN QUAN DEN LUAN AN

1. D. T. Luyen and N. M. Tri (2012), On boundary value problem
for semilinear degenerate elliptic differential equations, AIP Conf.
Proc. 1450, 13-17.

2. D. T. Luyen and N. M. Tri (2015), Existence of solutions to
boundary value problems for semilinear A, differential equations,
Mathematical Notes, Vol. 97, No. 1, 73-84.

3. D. T. Luyen and N. M. Tri (2016), Large - time behavior of solutions
to damped hyperbolic equation involving strongly degenerate ellip-
tic differential operators, Siberian Mathematical Journal, Vol. 57,
No. 4, 632-649.

4. D. T. Luyen and N. M. Tri (2016), Global attractor of the Cauchy
problem for a semilinear degenerate damped hyperbolic equation

involving the Grushin operator, Annales Polonici Mathematici,
Vol. 117, 141-161.

Céac két qua cua luan an da dudc bao cio tai:

1. Xémina ctia B6 mon Giai tich, Khoa Toan - Tin, Truong Dai hoc

Su pham Ha Noi;

2. Xémina ctia phong Phuong trinh vi phan, Vién Toan hoc, Vién Han
lam Khoa hoc va Cong nghé Viét Nam,;

3. Hoi nghi qubc té lan thi V vé nghién citu va gido duc trong Toan
hoc, Indonesia, 2012.

25



