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MỞ ĐẦU

1. Lịch sử vấn đề và lí do chọn đề tài

Lí thuyết phương trình vi phân đạo hàm riêng được nghiên cứu đầu

tiên trong các công trình của J. D’Alembert (1717 - 1783), L. Euler

(1707 - 1783), D. Bernoulli (1700 - 1782), J. Lagrange (1736 - 1813),

P. Laplace (1749 - 1827), S. Poisson (1781 - 1840) và J. Fourier (1768 -

1830), như là một công cụ chính để mô tả cơ học cũng như mô hình giải

tích của Vật lí. Vào giữa thế kỷ XIX với sự xuất hiện các công trình của

Riemann, lí thuyết phương trình vi phân đạo hàm riêng đã chứng tỏ là

một công cụ thiết yếu của nhiều ngành toán học. Cuối thế kỷ XIX, H.

Poincaré đã chỉ ra mối quan hệ biện chứng giữa lí thuyết phương trình

vi phân đạo hàm riêng và các ngành toán học khác. Sang thế kỷ XX,

lí thuyết phương trình vi phân đạo hàm riêng phát triển vô cùng mạnh

mẽ nhờ có công cụ giải tích hàm, đặc biệt là từ khi xuất hiện lí thuyết

hàm suy rộng do S. L. Sobolev và L. Schwartz xây dựng.

Nghiên cứu các phương trình và hệ phương trình elliptic tổng quát

đã đóng vai trò rất quan trọng trong lí thuyết phương trình vi phân.

Hiện nay các kết quả theo hướng này đã tương đối hoàn chỉnh. Cùng với

sự phát triển không ngừng của toán học cũng như khoa học công nghệ

nhiều bài toán liên quan tới độ trơn của nghiệm các phương trình và hệ

phương trình không elliptic đã xuất hiện. Có một số lớp phương trình,

trong đó có lớp phương trình elliptic suy biến, ở một khía cạnh nào đó

cũng có một số tính chất giống với phương trình elliptic.

Các nghiên cứu về phương trình elliptic đã được đề cập khá nhiều

trong các công trình: Friedman (1958), L. Hörmander (1966), H. Brezis

và L. Nirenberg (1983), B. Helffer và J. Nourrigat (1985) và các trích dẫn
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thêm ở trong đó. Gần đây một số các chuyên gia ngoài nước chuyển sang

nghiên cứu phương trình elliptic suy biến phi tuyến trong các công trình

D. S. Jerison và J. M. Lee (1987), V. V. Grushin (1970, 1971), T. Bieske

(2002), A. E. Kogoj, E. Lanconelli và S. Sonner(2000, 2012 - 2016), C.J.

Xu (1992) và các trích dẫn ở trong đó. Một số tác giả trong nước cũng đạt

được các kết quả sâu sắc trong việc nghiên cứu các phương trình, hệ các

phương trình elliptic suy biến phi tuyến và các phương trình liên quan

như: N. M. Chương, N. M. Trí, P. T. Thủy, N. T. C. Thuy, C. T. Anh,

T. D. Kế và các trích dẫn thêm ở trong đó. Đã đạt được các kết quả

về độ trơn, tính giải tích, tính chính qui Gevrey của nghiệm của các

lớp phương trình nửa phi tuyến kiểu Gilioli – Treves, phương trình mà

phần chính của nó là lũy thừa của toán tử Mizohata, phương trình nửa

tuyến tính kiểu Kohn – Laplace trên nhóm Heisenberg, phương trình

nửa tuyến tính kiểu Grushin, và các kết quả về sự tồn tại và không tồn

tại nghiệm của bài toán biên cho phương trình elliptic suy biến, sự tồn

tại nghiệm và dáng điệu tiệm cận nghiệm của phương trình parabolic

suy biến, sự tồn tại nghiệm và dáng điệu tiệm cận nghiệm của phương

trình hyperbolic suy biến.

Tuy nhiên các kết quả đạt được cho các phương trình elliptic, phương

trình hyperbolic suy biến vẫn còn ít, chưa đầy đủ. Với các lí do nêu trên

chúng tôi đã chọn đề tài nghiên cứu cho luận án của mình là “Về một

số phương trình elliptic và hyperbolic phi tuyến suy biến”.

2. Mục đích nghiên cứu

• Nội dung 1 : Nghiên cứu bài toán biên elliptic suy biến chứa toán

tử ∆γ với các nội dung sau:

- Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán;

- Tính chính quy của nghiệm yếu.
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• Nội dung 2 : Nghiên cứu phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán

tử elliptic suy biến mạnh trong miền bị chặn với các nội dung sau:

- Nghiên cứu sự tồn tại và duy nhất nghiệm tích phân;

- Nghiên cứu sự tồn tại tập hút toàn cục;

- Đánh giá số chiều fractal của tập hút toàn cục.

• Nội dung 3 : Nghiên cứu phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán

tử Grushin trong toàn không gian với các nội dung sau:

- Nghiên cứu sự tồn tại và duy nhất nghiệm tích phân;

- Nghiên cứu sự tồn tại tập hút toàn cục.

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu của luận án là xét bài toán biên và bài toán

biên giá trị ban đầu có chứa toán tử elliptic suy biến

∆γ =
N∑
j=1

∂

∂xj

(
γ2
j

∂

∂xj

)
.

4. Phương pháp nghiên cứu

• Để nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán chúng tôi sử

dụng phương pháp biến phân.

• Để nghiên cứu tính trơn của nghiệm chúng tôi sử dụng định lí

nhúng kiểu Sobolev và một số bất đẳng thức.

• Để nghiên cứu sự tồn tại duy nhất nghiệm, chúng tôi sử dụng các

phương pháp và công cụ của giải tích hàm phi tuyến: phương pháp nửa

nhóm.

• Để nghiên cứu dáng điệu tiệm cận của nghiệm, chúng tôi sử dụng

các công cụ và phương pháp của lí thuyết hệ động lực vô hạn chiều nói

riêng là phương pháp đánh giá tiên nghiệm tiệm cận và phương pháp

đánh giá phần đuôi của nghiệm.
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• Để đánh giá số chiều fractal của tập hút toàn cục chúng tôi sử dụng

lí thuyết `− quỹ đạo.

5. Các kết quả đạt được và ý nghĩa của đề tài

Luận án đã đạt được những kết quả chính sau đây:

• Đối với bài toán biên elliptic suy biến đưa ra và chứng minh được

sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán với một số điều kiện của số hạng phi

tuyến.Và cũng chứng minh được tính chính quy của nghiệm. Đây là nội

dung của Chương 2.

• Đối với phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán tử elliptic suy

biến mạnh trong miền bị chặn: Chứng minh được sự tồn tại và duy nhất

của nghiệm tích phân. Chứng minh được sự tồn tại của tập hút toàn

cục và đánh giá được số chiều fractal của tập hút. Đây là nội dung của

Chương 3.

• Đối với phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán tử Grushin

trong toàn không gian: Chứng minh được sự tồn tại và duy nhất của

nghiệm tích phân. Chứng minh được sự tồn tại của tập hút toàn cục.

Đây là nội dung của Chương 4.

Các kết quả của luận án là mới, có ý nghĩa khoa học, và góp phần

vào việc hoàn thiện việc nghiên cứu sự tồn tại của nghiệm yếu, tính trơn

của nghiệm của bài toán biên elliptic suy biến, và dáng điệu tiệm cận

nghiệm của các phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán tử elliptic

suy biến.

6. Cấu trúc luận án

Ngoài các phần mở đầu, tổng quan, kết luận, kiến nghị, danh mục

các công trình được công bố và danh mục tài liệu tham khảo, luận án

bao gồm 4 chương:

• Chương 1: Một số kiến thức chuẩn bị. Trong chương này, chúng tôi
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trình bày một số kiến thức chuẩn bị, bao gồm: Khái niệm toán tử ∆γ,

một số không gian hàm, các tính chất quan trọng sử dụng trong luận

án, các kết quả tổng quát về lí thuyết tập hút toàn cục và một số kết

quả bổ trợ được dùng cho các chương sau.

• Chương 2: Sự tồn tại nghiệm và tính chính quy của nghiệm của

bài toán biên đối với phương trình elliptic suy biến. Trong chương này,

chúng tôi nghiên cứu một lớp bài toán biên elliptic chứa toán tử ∆γ với

một số điều kiện của số hạng phi tuyến và kết quả chúng tôi đạt được là

các định lí về sự tồn tại của nghiệm yếu không tầm thường, định lí về

tính chính quy của nghiệm.

• Chương 3: Tập hút toàn cục đối với phương trình hyperbolic tắt dần

chứa toán tử elliptic suy biến mạnh trong miền bị chặn. Trong chương

này, chúng tôi nghiên cứu một lớp bài toán hyperbolic tắt dần chứa toán

tử elliptic suy biến mạnh trên miền bị chặn Ω ⊂ RN , với số hạng phi

tuyến tăng trưởng kiểu đa thức. Chúng tôi sẽ chứng minh sự tồn tại

nghiệm tích phân của bài toán, sự tồn tại tập hút toàn cục trong không

gian S2
(k1,k2),0(Ω)×L2(Ω) và chứng minh số chiều fractal của tập hút toàn

cục là hữu hạn.

• Chương 4: Tập hút toàn cục đối với phương trình hyperbolic tắt dần

chứa toán tử Grushin trên toàn không gian. Trong chương này, chúng tôi

tiếp tục nghiên cứu bài toán hyperbolic tắt dần trên toàn không gian

RN , N ≥ 2. Khi đó các phép nhúng cần thiết không còn compact, do

đó S(t) không còn là nửa nhóm compact nữa và điều đó gây ra những

khó khăn lớn khi nghiên cứu. Để khắc phục điều đó chúng tôi đã đưa

ra khoảng cách suy biến tương ứng và sử dụng phương pháp ước lượng

đuôi nghiệm để chứng minh sự tồn tại tập hút toàn cục của nửa nhóm

sinh bởi bài toán trong không gian S2
k(RN)× L2(RN).
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Chương 1

MỘT SỐ KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Trong chương này, chúng tôi trình bày một số kiến thức chuẩn bị,

bao gồm: Khái niệm toán tử ∆γ, một số không gian hàm, các tính chất

quan trọng sử dụng trong luận án, các kết quả tổng quát về lí thuyết tập

hút toàn cục và một số kết quả bổ trợ được dùng cho các chương sau.

1.1 Toán tử ∆γ và một số không gian hàm

1.1.1 Toán tử ∆γ

Giả sử Ω là một miền bị chặn có biên trơn trong không gian

RN , N ≥ 2. Chúng ta định nghĩa toán tử:

∆γ =
N∑
j=1

∂xj
(
γ2
j∂xj

)
, ∂xj =

∂

∂xj
, j = 1, 2, . . . , N,

trong đó hàm γj : RN → R là các hàm liên tục và thỏa mãn γj > 0,

j = 1, 2, . . . , N trong RN\Π, với

Π :=

X = (x1, x2, . . . , xN) ∈ RN :
N∏
j=1

xj = 0

 .

Hơn nữa, chúng ta giả sử γj(X) thỏa mãn các tính chất:

i) γ1(X) ≡ 1, γj (X) = γj (x1, x2, . . . , xj−1) , j = 2, . . . , N ;

ii) Với mỗi X ∈ RN ta có γj (X) = γj (X∗) , j = 1, 2, . . . , N, trong

đó

X∗ = (|x1| , . . . , |xN |) nếu X = (x1, x2, . . . , xN);

iii) Tồn tại hằng số ρ ≥ 0 sao cho:

0 ≤ xk∂xkγj (X) ≤ ργj (X) ,∀k ∈ {1, 2, . . . , j − 1} ,∀j = 2, . . . , N,
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với mỗi X ∈ RN
+ :=

{
(x1, . . . , xN) ∈ RN : xj ≥ 0,∀j = 1, 2, . . . , N

}
;

iv) Tồn tại nửa nhóm {δt}t>0 thỏa mãn:

δt : RN −→ R

(x1, . . . , xN) 7−→ δt (x1, . . . , xN) = (tε1x1, . . . , t
εNxN)

với 1 = ε1 ≤ ε2 ≤ · · · ≤ εN , sao cho γj là δt – thuần nhất bậc εj − 1, tức

là

γj (δt (X)) = tεj−1γj (X) ,∀X ∈ RN ,∀t > 0, j = 1, . . . , N.

Chúng ta định nghĩa Ñ là số chiều thuần nhất của RN cùng với nửa

nhóm {δt}t>0, tức là

Ñ := ε1 + ε2 + · · ·+ εN .

1.1.2 Một số không gian hàm

Định nghĩa 1.1.1. Với 1 ≤ p < ∞, ta định nghĩa tập tất cả các hàm

u ∈ Lp(Ω) sao cho γj∂xju ∈ Lp(Ω) với mọi j = 1, 2, . . . , N, là không gian

Spγ(Ω).

Chuẩn trong Spγ(Ω) được định nghĩa là

‖u‖Spγ(Ω) =


∫
Ω

|u|p +
N∑
j=1

∣∣γj∂xju∣∣p
 dx


1
p

.

Nếu p = 2 chúng ta định nghĩa tích vô hướng trong S2
γ(Ω) như sau:

(u, v)S2
γ(Ω) = (u, v)L2(Ω) +

N∑
j=1

(
γj∂xju, γj∂xjv

)
L2(Ω)

.

Không gian Spγ,0(Ω) định nghĩa như là bao đóng của C1
0(Ω) trong

không gian Spγ(Ω) với C1
0(Ω) là tập các hàm trong C1(Ω) có giá compact

trong Ω.
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Dễ dàng chứng minh được Spγ(Ω) và Spγ,0(Ω) là các không gian Banach,

các không gian S2
γ(Ω) và S2

γ,0(Ω) là các không gian Hilbert.

Đặt

∇γu := (γ1∂x1u, γ2∂x2u, . . . , γN∂xNu) , |∇γu| :=
( N∑
j=1

∣∣γj∂xju∣∣2) 1
2

.

Nếu γ = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
N1− số

, |x|k, . . . , |x|k︸ ︷︷ ︸
N2− số

), thì chúng ta kí hiệu

S2
k,0(Ω) := S2

γ,0(Ω),∇k := ∇γ, và Nk := Ñ = N1 + (1 + k)N2.

Nếu γ = ( 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
(N1+N2)− số

, |x|k1|y|k2, . . . , |x|k1|y|k2︸ ︷︷ ︸
N3− số

), thì chúng ta kí hiệu

S2
(k1,k2),0(Ω) := S2

γ,0(Ω), ∇k1,k2 := ∇γ, và Nk1,k2 := Ñ = N1 + N2 + (1 +

k1 + k2)N3.

Định nghĩa 1.1.2. Chúng ta định nghĩa không gian S2
k(RN) là bao đóng

của không gian C∞0 (RN) với chuẩn

‖u‖S2
k(RN ) =


∫
RN

(
|u|2 + |∇ku|2

)
dX


1
2

.

Khi đó không gian S2
k(RN) là không gian Hilbert với tích vô hướng như

sau:

(u, v)S2
k(RN ) = (u, v)L2(RN ) + (∇ku,∇kv)L2(RN ).

1.1.3 Một số tính chất

Trong mục này, chúng tôi nhắc lại định lí nhúng kiểu Sobolev trong

miền bị chặn, định lí nhúng kiểu Sobolev cho toàn không gian, định lí

về sự tồn tại điểm cực tiểu của phiếm hàm trên một tập đóng yếu.
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1.2 Tập hút toàn cục và tính chất

1.2.1 Một số định nghĩa

Trong mục này, chúng tôi nhắc lại một số khái niệm về nửa nhóm,

tập hút toàn cục, toán tử sinh của một nửa nhóm, hệ gradient, nửa nhóm

compact tiệm cận, quỹ đạo của một tập, số chiều fractal, và tính chất

nén suy rộng của một ánh xạ trên một tập.

1.2.2 Một số tính chất

Trong mục này, chúng tôi nhắc lại một số số kết quả cần dùng đến

trong luận án: Bổ đề compact Aubin - Lions; Định lí Stone, Định lí về

sự tồn tại tập hút toàn cục compact của nửa nhóm, Định lí về sự hữu

hạn chiều fractal của một tập.
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Chương 2

SỰ TỒN TẠI NGHIỆM VÀ TÍNH CHÍNH QUY CỦA

NGHIỆM CỦA BÀI TOÁN BIÊN ĐỐI VỚI PHƯƠNG

TRÌNH ELLIPTIC SUY BIẾN

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu một lớp bài toán biên elliptic

chứa toán tử ∆γ với một số điều kiện của số hạng phi tuyến và kết quả

chúng tôi đạt được là các định lí về sự tồn tại của nghiệm yếu không

tầm thường, định lí về tính chính quy của nghiệm. Chương này gồm hai

phần:

- Phần thứ nhất: Trình bày một số định lí về sự tồn tại nghiệm yếu.

- Phần thứ hai: Trình bày tính chính quy của nghiệm của bài toán

biên.

Nội dung của chương này dựa trên các bài báo [1], [2] trong Danh

mục công trình khoa học đã công bố của luận án.

2.1 Một số định lí về sự tồn tại nghiệm yếu

Trong mục này chúng ta sẽ nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của bài

toán biên elliptic suy biến chứa toán tử ∆γ, phương pháp chúng tôi sử

dụng ở đây là phương pháp biến phân.

2.1.1 Định lí về sự tồn tại nghiệm yếu

Trong mục này chúng ta xét bài toán sau:{
∆γu+ f(X, u) = 0 trong Ω,

u = u0 trên ∂Ω,
(2.1)

trong đó Ω là miền bị chặn trong RN , với biên ∂Ω trơn và

u0 = u0(X) ∈ C2(Ω). Sử dụng định nghĩa nghiệm dưới yếu, nghiệm
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trên yếu và phương pháp biến phân chúng ta có kết quả sau:

Định lí 2.1.1. Cho Ñ > 2. Giả sử u (X) ∈ S2
γ (Ω) là nghiệm dưới yếu,

u (X) ∈ S2
γ (Ω) là nghiệm trên yếu của bài toán (2.1) và các hằng số

c, c ∈ R thỏa mãn −∞ < c ≤ u (X) ≤ u (X) ≤ c < +∞ hầu khắp nơi

trong Ω, và f(X, ξ) thỏa mãn điều kiện |f(X, ξ)| ≤ a(X) + b|ξ|p trong

đó

a(X) ∈ L
p
p−1 (Ω), 1 < p <

Ñ + 2

Ñ − 2
, b ∈ R+.

Khi đó tồn tại nghiệm yếu u (X) ∈ S2
γ (Ω) của (2.1), thỏa mãn điều

kiện u (X) ≤ u (X) ≤ u (X) hầu khắp nơi trong Ω.

Hệ quả 2.1.2. Giả sử các điều kiện của Định lí 2.1.1 là thỏa mãn. Khi

đó tồn tại nghiệm yếu của bài toán (2.1) trong không gian L∞ (Ω).

Hệ quả 2.1.3. Giả sử f(X, ξ) = k(X)ξ|ξ|q−2 − ξ|ξ|p−2, trong đó

1 < k(X) ≤ C < ∞, C là hằng số và 2 ≤ q < p < 2Ñ

Ñ−2
. Khi đó

bài toán

∆γu+ f(X, u) = 0 trong Ω,

u = u0 trên ∂Ω,

trong đó u0 là hằng số và u0 ≥ 1, luôn có nghiệm yếu trong không gian

L∞ (Ω).

2.1.2 Định lí về sự tồn tại nghiệm yếu không âm

Trong mục này chúng ta xét bài toán biên sau:


−∆γu+ λu = u|u|p−2 trong Ω,

u ≥ 0 trong Ω,

u = 0 trên ∂Ω,

(2.2)

trong đó Ω là miền bị chặn trong RN , với biên ∂Ω trơn và λ, p là hằng

số cho trước.
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Định lí 2.1.4. Giả sử Ñ > 2, p ∈
(

2, 2Ñ

Ñ−2

)
và λ1 là giá trị riêng của toán

tử −∆γ trong miền Ω với điều kiện biên Dirichlet thuần nhất. Khi đó,

với mỗi λ > −λ1 bài toán (2.2) luôn có nghiệm yếu không tầm thường.

2.2 Tính chính quy của nghiệm của bài toán biên elliptic suy

biến

Trong mục này chúng ta xét bài toán biên sau:{
∆γu+ f(X, u) = 0 trong Ω,

u = 0 trên ∂Ω,
(2.3)

trong đó Ω là miền bị chặn trong RN , với biên ∂Ω trơn.

Kết quả trong mục này là định lí sau:

Định lí 2.2.1. Cho Ω là miền bị chặn trong RN cùng với biên ∂Ω

trơn. Giả sử f : Ω × R → R thỏa mãn f(., s) đo được trên Ω với

mọi s ∈ R cố định, f(X, .) liên tục trên R với hầu khắp X ∈ Ω và

|f(X, ξ)| ≤ a(X) (1 + |ξ|) , a(X) ∈ L
Ñ
2

loc (Ω). Giả sử u ∈ S2
γ,loc(Ω) là

nghiệm yếu của bài toán (2.3). Khi đó u ∈ Lqloc(Ω) với mỗi q <∞.

Hơn nữa, nếu u ∈ S2
γ,0(Ω) và a(X) ∈ L Ñ

2 (Ω) thì u ∈ Lq(Ω) với mỗi

q <∞.

Định lí 2.2.2. Giả sử f(X, ξ) = f(ξ) thỏa mãn điều kiện

1) f(ξ) ∈ C0,α
loc (R) trong đó α ∈ (0, 1].

2) |f(ξ)| ≤ C(1 + |ξ|m) với C là hằng số dương và 1 < m < Ñ+2

Ñ−2
.

Khi đó nếu u(X) là nghiệm yếu của bài toán (2.3) thì u(X) ∈ Lp(Ω)

với mỗi 1 ≤ p <∞.

Từ Định lí 2.2.1 và Định lí 9 trong N. M. Tri (1998) chúng ta có:

Hệ quả 2.2.3. Giả sử f(ξ) thỏa mãn các điều kiện của Định lí 2.2.1 và

12



1) f(ξ) = o(ξ) khi ξ → 0.

2) Tồn tại hằng số A và µ ∈ [0, 1
2) thỏa mãn F (ξ) ≤ µf(ξ)ξ với mọi

|ξ| ≥ A, trong đó F (ξ) =
ξ∫

0

f(x)dx.

Khi đó bài toán (2.3) luôn có nghiệm yếu không tầm thường thuộc

không gian Lp(Ω) với mỗi 1 ≤ p <∞.
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Chương 3

TẬP HÚT TOÀN CỤC ĐỐI VỚI PHƯƠNG TRÌNH

HYPERBOLIC TẮT DẦN CHỨA TOÁN TỬ ELLIPTIC

SUY BIẾN MẠNH TRONG MIỀN BỊ CHẶN

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu một lớp bài toán hyperbolic

tắt dần chứa toán tử elliptic suy biến mạnh trên miền bị chặn Ω ⊂ RN ,

với số hạng phi tuyến tăng trưởng kiểu đa thức. Chúng tôi sẽ chứng

minh sự tồn tại nghiệm tích phân của bài toán, sự tồn tại tập hút toàn

cục trong không gian S2
(k1,k2),0(Ω) × L2(Ω) và đánh giá số chiều fractal

của tập hút toàn cục. Chương này gồm ba phần:

- Phần thứ nhất: Trình bày sự tồn tại và duy nhất của nghiệm tích

phân.

- Phần thứ hai: Trình bày sự tồn tại của tập hút toàn cục trong

không gian S2
(k1,k2),0(Ω)× L2(Ω).

- Phần thứ ba: Trình bày tính hữu của số chiều fractal của tập hút

toàn cục.

Nội dung của chương này dựa trên các bài báo [3] trong Danh mục

công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án.

3.1 Sự tồn tại và duy nhất của nghiệm tích phân

3.1.1 Đặt bài toán

Trong chương này chúng ta nghiên cứu bài toán sau:
utt + βut = Pk1,k2u+ f(X, u), X ∈ Ω, t > 0,

u(X, t) = 0, X ∈ ∂Ω, t > 0,

u(X, 0) = u0(X), ut(X, 0) = u1(X),

(3.1)
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trong đó Ω là một miền bị chặn với biên trơn trong RN1 × RN2 × RN3 =

RN(N1, N2, N3 ≥ 1), β là hằng số dương, X = (x, y, z),

ut =
∂u

∂t
, utt =

∂2u

∂t2
, |x|2k1 =

(
N1∑
i=1

x2
i

)k1

, |y|2k2 =

 N2∑
j=1

y2
j

k2

.

Chúng ta giả sử f(X, ξ) : Ω× R −→ R thỏa mãn f(., ξ) đo được trên Ω

với mọi ξ ∈ R cố định, f(X, .) liên tục trên R với mỗi X ∈ Ω và

|f(X, ξ1)− f(X, ξ2)| ≤ C|ξ1 − ξ2|
(
g(X) + |ξ1|ρ + |ξ2|ρ

)
, (3.2)

với 0 ≤ ρ ≤ 2
Nk1,k2−2 , Nk1,k2 = N1 +N2 + (1 + k1 + k2)N3 > 2,

f(X, 0) = h(X) ∈ L2(Ω), (3.3)

F (X, ξ) =

ξ∫
0

f(X, τ)dτ ≤ g1(X) + g2(X)ξ2, (3.4)

f(X, ξ)ξ ≤ g3(X) + g4(X)ξ2, (3.5)

trong đó ρ, C > 0 là các hằng số, và các hàm thỏa mãn

g1(X), g3(X) ∈ L1(Ω), g2(X) ∈ L
Nk1,k2

2 (Ω), g4(X) ∈ L
Nk1,k2

2 (Ω),

‖g2‖
L
Nk1,k2

2 (Ω)
<

1

2C2(2∗k1,k2,Ω)
, ‖g4‖

L
Nk1,k2

2 (Ω)
<

1

C2(2∗k1,k2,Ω)
,

ở đây 2∗k1,k2 =
2Nk1,k2

Nk1,k2 − 2
, C(2∗k1,k2,Ω) là hằng số tốt nhất trong bất đẳng

thức Sobolev

‖u‖
L
2∗
k1,k2 (Ω)

≤ C(2∗k1,k2,Ω) ‖u‖S2
(k1,k2),0

(Ω) ,

và g(X) là hàm không âm thỏa mãn, g(X) ∈ LNk1,k2(Ω) nếu ρ = 0, và

g(X) ∈ L
2∗k1,k2
ρ (Ω) nếu ρ 6= 0. Đặt

U =

(
u

v

)
, A =

(
0 Id

Pk1,k2 0

)
,
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f ∗(U)(X) =

(
0

−βv(X) + f(X, u(X))

)
, U0 =

(
u0

u1

)
.

Khi đó bài toán (3.1) trở thành bài toán sau:
dU

dt
= AU + f ∗(U), t > 0,

U(0) = U0.
(3.6)

Chúng ta đặt H = S2
(k1,k2),0(Ω)×L2(Ω). Khi đó H là không gian Hilbert

cùng với tích vô hướng sau

(U,U)H = (

(
u

v

)
,

(
u

v

)
) = (∇k1,k2u,∇k1,k2u)L2(Ω) + (v, v)L2(Ω).

3.1.2 Sự tồn tại và duy nhất của nghiệm tích phân

Chúng ta chứng minh được A là toán tử liên hợp lệch nên theo Định

lí Stone chúng ta có A sinh ra một C0− nửa nhóm eAt trên H.

Định nghĩa 3.1.1. Giả sử T > 0, T ∈ R. Một ánh xạ liên tục

U : [0, T ) → H được gọi là nghiệm tích phân của bài toán (3.1) nếu

nó là nghiệm của phương trình tích phân

U(t) = eAtU0 +

t∫
0

eA(t−s)f ∗(U(s))ds, t ∈ [0, T ).

Nếu U khả vi hầu khắp nơi trên [0, T ) cùng với Ut và AU thuộc

không gian L1
loc([0, T ), H) và thỏa mãn phương trình vi phân

dU

dt
= AU+f ∗(U), hầu khắp nơi trên (0, T ), và U(0) = U0, U(t) ∈ D(A),

khi đó U được gọi là nghiệm mạnh của bài toán (3.1).

Sử dụng tích chất của C0− nửa nhóm và các điều kiện của ánh xạ f

chúng ta có định lí sau
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Định lí 3.1.2. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (3.2)-(3.4) và

U0 ∈ H. Khi đó bài toán (3.1) tồn tại nghiệm toàn cục duy nhất U ∈
C([0,∞);H). Hơn nữa, với mỗi t cố định ánh xạ U0 → S(t)U0 := U(t)

là liên tục trên H.

3.2 Sự tồn tại tập hút toàn cục trong S2
(k1,k2),0(Ω)× L2(Ω)

Từ Định lí 3.1.2, chúng ta định nghĩa nửa nhóm liên tục

S(t) : H → H như sau

S(t)U0 := U(t),

trong đó U(t) là nghiệm duy nhất của bài toán (3.1), với điều kiện ban

đầu U0.

Sử dụng phương pháp phương trình năng lượng được đưa ra bởi J.

M. Ball năm 2004 chúng tôi chứng minh được định lí sau:

Định lí 3.2.1. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (3.2)-(3.5). Khi đó

nửa nhóm S(t) có một tập hút toàn cục liên thông compact A = W u(E)

trong H.

Định lí 3.2.2. Giả sử f(X, u) thỏa mãn điều kiện (3.2)-(3.5). Khi đó

nửa nhóm S(t) xác định bởi bài toán 3.1, có tập hút cực tiểu toàn cục

M trong không gian H, tức là, với mỗi (u0, u1) ∈ H nghiệm tương ứng

(u(t), ut(t)) = S(t)(u0, u1) dần tới tập E của các điểm cân bằng trong H

khi t→ +∞.

3.3 Đánh giá số chiều fractal của tập hút toàn cục

Trong mục này chúng tôi chứng minh số chiều fractal của tập hút

toàn cục A của bài (3.1) là hữu hạn. Phương pháp mà chúng tôi sử dụng

ở đây là phương pháp `− quỹ đạo được đưa ra bởi D. Praz̆ák năm 2002

và kết quả mà chúng tôi đạt được là:
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Định lí 3.3.1. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (3.2)-(3.5) với

0 < ρ <
2

Nk1,k2 − 2
. Khi đó số chiều fractal của tập hút toàn cục A là

hữu hạn.

Lưu ý 3.3.2. Nếu ρ = 0, g(X) ∈ LNk1,k2+ε(Ω), với ε là số dương đủ nhỏ

khi đó Định lí 3.3.1 vẫn đúng.
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Chương 4

TẬP HÚT TOÀN CỤC ĐỐI VỚI PHƯƠNG TRÌNH

HYPERBOLIC TẮT DẦN CHỨA TOÁN TỬ GRUSHIN

TRÊN TOÀN KHÔNG GIAN

Trong Chương 3, chúng tôi đã nghiên cứu bài toán hyperbolic tắt

dần chứa toán tử elliptic suy biến mạnh trên miền bị chặn Ω ⊂ RN . Khi

đó nửa nhóm S(t), t > 0, sinh bởi bài toán là một nửa nhóm (phi tuyến)

compact, tức là S(t) là toán tử compact với mỗi t > 0 (điều này suy ra từ

tính compact của phép nhúng S2
(k1,k2),0(Ω) ↪→ L2(Ω). Trong chương này,

chúng tôi tiếp tục nghiên cứu bài toán trên toàn không gian RN , N ≥ 2.

Khi đó các phép nhúng cần thiết không còn compact, do đó S(t) không

còn là nửa nhóm compact nữa và điều đó gây ra những khó khăn lớn

khi nghiên cứu. Để khắc phục điều đó chúng tôi đã đưa ra khoảng cách

suy biến tương ứng và sử dụng phương pháp ước lượng đuôi nghiệm để

chứng minh sự tồn tại tập hút toàn cục của nửa nhóm sinh bởi bài toán

trong không gian S2
k(RN)× L2(RN). Chương này gồm hai phần:

- Phần thứ nhất: Trình bày sự tồn tại và duy nhất của nghiệm tích

phân.

- Phần thứ hai: Trình bày sự tồn tại của tập hút toàn cục trong

không gian S2
k(RN)× L2(RN).

Nội dung của chương này dựa trên các bài báo [4] trong Danh mục

công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án.
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4.1 Sự tồn tại duy nhất của nghiệm tích phân

4.1.1 Đặt bài toán

Trong chương này chúng tôi nghiên cứu bài toán sau:
utt + βut + u = Gku+ f(X, u), t > 0,

X = (x, y) ∈ RN1 × RN2 := RN ,

u(X, 0) = u0(X), ut(X, 0) = u1(X),

(4.1)

trong đó β là hằng số dương, u0(X) ∈ S2
k(RN), u1(X) ∈ L2(RN) và

ut =
∂u

∂t
, utt =

∂2u

∂t2
, |x|2k =

(
N1∑
i=1

x2
i

)k

, Gku = ∆xu+ |x|2k∆yu.

Chúng ta giả sử f(X, ξ) : RN × R −→ R là hàm liên tục thỏa mãn

|f(X, ξ1)− f(X, ξ2)| ≤ C1|ξ1 − ξ2| (g(X) + |ξ1|ρ + |ξ2|ρ) (4.2)

với 0 ≤ ρ ≤ 2

Nk − 2
, Nk = N1 + (1 + k)N2 > 2,

f(X, 0) = h(X) ∈ L2(RN), (4.3)

F (X, ξ) ≥ C2f(X, ξ)ξ + g1(X), với mọi X ∈ RN , ξ ∈ R, (4.4)∫
RN

F (X, u(X))dX ≤ 0, với mọi u(X) ∈ S2
k(R

N), (4.5)

ở đây ρ, C1, C2 là các hằng số dương, và g(X) ∈ LNk(RN) ∩ L
Nk
2 (RN),

g1(X) ∈ L1(RN), F (X, ξ) =
ξ∫

0

f(X, τ)dτ.

Chúng ta đặt

U =

(
u

v

)
,A =

(
0 Id

Gk − Id 0

)
,

f ∗(U)(X) =

(
0

−βv(X) + f(X, u(X))

)
, U0 =

(
u0

u1

)
,
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Khi đó bài toán (4.1) trở thành bài toán
dU

dt
= AU + f ∗(U), t > 0,

U(0) = U0.
(4.6)

Đặt H = S2
k(RN)× L2(RN). Khi đó H là không gian Hilbert với tích vô

hướng

(U,U)H =
(( u

v

)
,

(
u

v

))
= (u, u)S2

k(RN ) + (v, v)L2(RN ).

4.1.2 Sự tồn tại và duy nhất của nghiệm tích phân

Chúng ta chứng minh được A là toán tử liên hợp lệch nên theo Định

lí Stone chúng ta có A sinh ra một C0− nửa nhóm eAt trên H. Khi đó

chúng ta có định lí sau

Định lí 4.1.1. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (4.2)-(4.5) và

U0 ∈ H. Khi đó bài toán (4.6) có nghiệm duy nhất toàn cục

U ∈ C([0,∞);H). Hơn nữa, với mỗi t cố định ánh xạ U0 → S(t)U0 :=

U(t) là liên tục trên H.

4.2 Sự tồn tại tập hút toàn cục trong S2
k(RN)× L2(RN)

Từ Định lí 4.1.1, chúng ta định nghĩa nửa nhóm liên tục

S(t) : H→ H như sau

S(t)U0 := U(t),

trong đó U(t) là nghiệm duy nhất của bài toán (4.6), với điều kiện ban

đầu U0. Để chứng minh tính compact tiệm cận của S(t) trong H chúng

ta chứng minh được bổ đề quan trong sau:

Bổ đề 4.2.1. Giả sử f(X, u) thỏa mãn điều kiện (4.2)-(4.5) và U0 ∈ B.

Khi đó với mỗi ε > 0, tồn tại hằng số dương T (ε) và R(ε) thỏa mãn∫
|X|k≥R

(
|u|2 + |ut|2 + |∇ku|2

)
dX ≤ ε, t ≥ T (ε), R ≥ R(ε), (4.7)
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trong đó

|X|k =
[
|x|2(1+k) + (1 + k)2|y|2

] 1
2(1+k)

,

và U(t) là nghiệm của bài toán (4.6) với điều kiện ban đầu U0.

Sử dụng kỹ thuật ước lượng đuôi nghiệm và phương pháp chứng minh

nửa nhóm là compact tiệm cận trong lí thuyết hệ động lực chúng ta có

định lí sau:

Định lí 4.2.2. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (4.2)-(4.5). Khi

đó {S(t)}t≥0 là compact tiệm cận trong H, nghĩa là, với mọi dãy bị chặn

{Un}∞n=1 trong H và mọi dãy không âm {tn}∞n=1 thỏa mãn tn → +∞ khi

n→ +∞, khi đó {S(tn)Un}∞n=1 có một dãy con hội tụ trong H.

Kết quả về sự tồn tại tập hút toàn cục được trình bày trong định lí

sau.

Định lí 4.2.3. Giả sử f(X, u) thỏa mãn điều kiện (4.2)-(4.5). Khi đó

nửa nhóm S(t) sinh ra bởi bài toán (4.1) có một tập hút toàn cục AH

trong H.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

1. Các kết quả đạt được

Trong luận án này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm, tính chính

quy của nghiệm của bài toán biên có chứa phương trình elliptic suy biến

trong miền bị chặn có biên trơn và sự tồn tại nghiệm, nghiệm toàn cục,

tập hút toàn cục của bài toán biên giá trị ban đầu đối với phương trình

hyperbolic tắt dần có chứa toán tử elliptic suy biến. Các kết quả chính

đạt được trong luận án bao gồm:

1. Đối với bài toán biên elliptic suy biến đưa ra và chứng minh được

sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán với một số điều kiện của số hạng

phi tuyến, và tính chính quy của nghiệm.

2. Đối với phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán tử elliptic suy

biến mạnh trong miền bị chặn: Chứng minh được sự tồn tại và duy

nhất của nghiệm tích phân. Chứng minh được sự tồn tại của tập hút

toàn cục liên thông compact trong không gian S2
(k1,k2),0(Ω)× L2(Ω)

và chứng minh được số chiều fractal của tập hút là hữu hạn.

3. Đối với phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán tử Grushin trong

toàn không gian: Chứng minh được sự tồn tại và duy nhất của

nghiệm tích phân. Chứng minh được sự tồn tại của tập hút toàn

cục trong không gian S2
k(RN)× L2(RN).

2. Kiến nghị một số vần đề nghiên cứu tiếp theo

Bên cạnh các kết quả đạt được trong luận án, một số vấn đề mở liên

quan cần được tiếp tục nghiên cứu như:

1. Nghiên cứu điều kiện tồn tại nghiệm của các bài toán biên nói trên

trong miền không bị chặn, trong miền bị chặn với điều kiện biên

Dirichlet không thuần nhất.
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2. Nghiên cứu sự tồn tại tập hút khi hàm phi tuyến phụ thuộc thời

gian như tập hút lùi, tập hút đều và các tính chất của tập hút.

3. Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm và dáng điệu tiệm cận nghiệm của

các phương trình hyperbolic suy biến với các điều kiện biên khác

nhau, chẳng hạn điều kiện biên không thuần nhất, điều kiện biên

Neumann, điều kiện biên hỗn hợp, điều kiện biên phi tuyến, ... Để

làm được điều này cần xây dựng được không gian có trọng tương

ứng, định lí nhúng kiểu Sobolev.

4. Nghiên cứu các mô hình ứng dụng thực tế.
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