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LỜI CAM ĐOAN

Tôi xin cam đoan đây là công trình nghiên cứu của tôi. Các kết quả

này được làm dưới sự hướng dẫn của GS. TSKH. Nguyễn Minh Trí. Các

kết quả trong luận án viết chung với thầy hướng dẫn đều đã được sự

nhất trí của thầy hướng dẫn khi đưa vào luận án. Các kết quả trong

luận án là trung thực và chưa từng được công bố trong các công trình

của các tác giả khác.

Nghiên cứu sinh: Dương Trọng Luyện
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LỜI CẢM ƠN

Luận án được thực hiện và hoàn thành tại Bộ môn Giải tích, Khoa

Toán - Tin, Trường Đại học Sư phạm Hà Nội, dưới sự hướng dẫn của

GS. TSKH. Nguyễn Minh Trí. Thầy đã dẫn dắt tác giả làm quen với

nghiên cứu khoa học khi tác giả còn là học viên cao học. Ngoài những chỉ

dẫn về mặt khoa học sự động viên và lòng tin tưởng của thầy dành cho

tác giả luôn là động lực giúp tác giả tin tưởng và say mê trong nghiên

cứu khoa học. Với tấm lòng tri ân sâu sắc, tác giả xin bày tỏ lòng biết

ơn chân thành và sâu sắc nhất đối vời thầy.

Tác giả xin trân trọng gửi lời cảm ơn đến Ban Giám hiệu, Phòng sau

Đại học, Ban Chủ nhiệm Khoa Toán - Tin, Trường Đại học Sư phạm

Hà Nội, đặc biệt là các thầy giáo, cô giáo trong Bộ môn Giải tích, Khoa

Toán - Tin, Trường Đại học Sư phạm Hà Nội, các thầy giáo, cô giáo

trong Phòng Phương trình vi phân, Viện Toán học, đã luôn giúp đỡ,

động viện, tạo môi trường học tập nghiên cứu thuận lợi cho tác giả.

Tác giả xin cảm ơn Ban Giám hiệu, các anh chị em Khoa Tự nhiên,

Trường Đại học Hoa Lư đã tạo mọi điều kiện thuận lợi giúp đỡ tác giả

trong quá trình học tập nghiên cứu và hoàn thành luận án.

Tác giả xin trân trọng cảm ơn quỹ NAFOSTED đã tài trợ cho tác

giả trong suốt quá trình học nghiên cứu sinh.

Lời cảm ơn sau cùng, xin dành cho gia đình của tác giả, những người

đã dành cho tác giả tình yêu thương trọn vẹn, từng ngày chia sẻ, động

viên tác giả vượt qua mọi khó khăn để hoàn thành luận án.
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MỘT SỐ QUY ƯỚC VÀ KÍ HIỆU

Trong toàn bộ luận án, ta thống nhất một số kí hiệu như sau:

RN không gian vectơ thực N chiều.

R+ tập các số thực không âm.

R∗+ tập các số thực dương.

|x| chuẩn Euclid của phần tử x trong không gian RN .

Ck(Ω) không gian các hàm khả vi liên tục đến cấp k trong miền Ω.

C∞0 (Ω) không gian các hàm khả vi vô hạn có giá compact trong Ω.

Lp(Ω) không gian các hàm lũy thừa bậc p khả tích Lebesgue

trong miền Ω.

H ′ không gian đối ngẫu của không gian Banach H.

〈·, ·〉 đối ngẫu giữa H và H ′.

(·, ·)H tích vô hướng trong không gian H.

Id ánh xạ đồng nhất.

⇀ hội tụ yếu.

↪→ phép nhúng liên tục.

↪→↪→ phép nhúng compact.

Vol(Ω) độ đo Lebesgue của tập Ω trong không gian RN .

∆x Toán tử Laplace theo biến x trong RN1 : ∆x =
N1∑
i=1

∂2

∂x2i
.

∆y Toán tử Laplace theo biến y trong RN2 : ∆y =
N2∑
j=1

∂2

∂y2j
.

∆z Toán tử Laplace theo biến z trong RN3 : ∆z =
N3∑
l=1

∂2

∂z2l
.
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MỞ ĐẦU

1. Lí do chọn đề tài

Lí thuyết phương trình vi phân đạo hàm riêng được nghiên cứu đầu

tiên trong các công trình của J. D’Alembert (1717-1783), L. Euler (1707-

1783), D. Bernoulli (1700-1782), J. Lagrange (1736-1813), P. Laplace

(1749-1827), S. Poisson (1781-1840) và J. Fourier (1768-1830), như là

một công cụ chính để mô tả cơ học cũng như mô hình giải tích của Vật

lí. Vào giữa thế kỷ XIX với sự xuất hiện các công trình của Riemann,

lí thuyết phương trình vi phân đạo hàm riêng đã chứng tỏ là một công

cụ thiết yếu của nhiều ngành toán học. Cuối thế kỷ XIX, H. Poincaré

đã chỉ ra mối quan hệ biện chứng giữa lí thuyết phương trình vi phân

đạo hàm riêng và các ngành toán học khác. Sang thế kỷ XX, lí thuyết

phương trình vi phân đạo hàm riêng phát triển vô cùng mạnh mẽ nhờ

có công cụ giải tích hàm, đặc biệt là từ khi xuất hiện lí thuyết hàm suy

rộng do S. L. Sobolev và L. Schwartz xây dựng.

Nghiên cứu các phương trình, hệ phương trình elliptic tổng quát và

phương trình hyperbolic đã đóng vai trò rất quan trọng trong lí thuyết

phương trình vi phân. Hiện nay các kết quả theo hướng này đã tương

đối hoàn chỉnh. Cùng với sự phát triển không ngừng của toán học cũng

như khoa học công nghệ nhiều bài toán liên quan tới độ trơn của nghiệm

của các phương trình, hệ phương trình không elliptic và phương trình

hyperbolic tắt dần suy biến đã xuất hiện. Có một số lớp phương trình,

trong đó có lớp phương trình elliptic suy biến và phương trình hyperbolic

tắt dần suy biến, ở một khía cạnh nào đó cũng có một số tính chất giống

với phương trình elliptic và phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán

tử ∆. Tuy nhiên các kết quả đạt được cho các phương trình elliptic và
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hyperbolic tắt dần suy biến vẫn còn ít, chưa đầy đủ. Với các lí do nêu

trên chúng tôi đã chọn đề tài nghiên cứu cho luận án của mình là “Về

một số phương trình elliptic và hyperbolic phi tuyến suy biến”.

2. Mục đích nghiên cứu

• Nội dung 1 : Nghiên cứu bài toán biên elliptic suy biến chứa toán

tử ∆γ với các nội dung sau:

- Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán;

- Tính chính quy của nghiệm yếu.

• Nội dung 2 : Nghiên cứu phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán

tử elliptic suy biến mạnh trong miền bị chặn với các nội dung sau:

- Nghiên cứu sự tồn tại và duy nhất nghiệm tích phân;

- Nghiên cứu sự tồn tại tập hút toàn cục;

- Đánh giá số chiều fractal của tập hút toàn cục.

• Nội dung 3 : Nghiên cứu phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán

tử Grushin trong toàn không gian với các nội dung sau:

- Nghiên cứu sự tồn tại và duy nhất nghiệm tích phân;

- Nghiên cứu sự tồn tại tập hút toàn cục.

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu của luận án là xét bài toán biên và bài toán

biên giá trị ban đầu có chứa toán tử elliptic suy biến

∆γ :=
N∑
j=1

∂

∂xj

(
γ2
j

∂

∂xj

)
.

4. Phương pháp nghiên cứu

• Để nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán chúng tôi sử

dụng phương pháp biến phân.
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• Để nghiên cứu tính chính quy của nghiệm chúng tôi sử dụng định

lí nhúng kiểu Sobolev và một số bất đẳng thức.

• Để nghiên cứu sự tồn tại duy nhất của nghiệm tích phân chúng tôi

sử dụng phương pháp nửa nhóm (xem [53,59]).

• Để nghiên cứu dáng điệu tiệm cận của nghiệm, chúng tôi sử dụng

các công cụ và phương pháp của lí thuyết hệ động lực vô hạn chiều

(xem [13,14,21,22,52,58,62,74]), nói riêng là phương pháp phương trình

năng lượng và phương pháp đánh giá phần đuôi của nghiệm.

• Để chứng minh số chiều fractal của tập hút toàn cục là bị chặn

chúng tôi sử dụng phương pháp `− quỹ đạo (xem [51,55]).

5. Các kết quả đạt được và ý nghĩa của đề tài

Luận án đã đạt được những kết quả chính sau đây:

• Đối với bài toán biên elliptic suy biến đưa ra và chứng minh được

sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán với một số điều kiện của số hạng phi

tuyến.Và cũng chứng minh được tính chính quy của nghiệm. Đây là nội

dung của Chương 2.

• Đối với phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán tử elliptic suy

biến mạnh trong miền bị chặn: Chứng minh được sự tồn tại và duy nhất

của nghiệm tích phân. Chứng minh được sự tồn tại của tập hút toàn

cục và đánh giá được số chiều fractal của tập hút. Đây là nội dung của

Chương 3.

• Đối với phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán tử Grushin

trong toàn không gian: Chứng minh được sự tồn tại và duy nhất của

nghiệm tích phân. Chứng minh được sự tồn tại của tập hút toàn cục.

Đây là nội dung của Chương 4.

Các kết quả của luận án là mới, có ý nghĩa khoa học, và góp phần
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vào việc hoàn thiện việc nghiên cứu sự tồn tại của nghiệm yếu, tính

chính quy của nghiệm của bài toán biên elliptic suy biến, và dáng điệu

tiệm cận nghiệm của các phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán tử

elliptic suy biến.

Các kết quả chính của luận án đã được công bố trong 04 bài báo trên

các tạp chí chuyên ngành quốc tế, và đã được báo cáo tại

• Xêmina của Bộ môn Giải tích, Khoa Toán - Tin, Trường Đại học

Sư phạm Hà Nội;

• Xêmina của phòng Phương trình vi phân, Viện Toán học, Viện Hàn

lâm Khoa học và Công nghệ Việt Nam;

• Hội nghị quốc tế lần thứ V về nghiên cứu và giáo dục trong Toán

học, Indonesia, 2012.

6. Cấu trúc luận án

Ngoài các phần mở đầu, tổng quan, kết luận, kiến nghị, danh mục

các công trình được công bố và danh mục tài liệu tham khảo, luận án

bao gồm 4 chương:

- Chương 1: Một số kiến thức chuẩn bị.

- Chương 2: Sự tồn tại nghiệm và tính chính quy của nghiệm của bài

toán biên đối với phương trình elliptic suy biến.

- Chương 3: Tập hút toàn cục đối với phương trình hyperbolic tắt dần

chứa toán tử elliptic suy biến mạnh trong miền bị chặn.

- Chương 4: Tập hút toàn cục đối với phương trình hyperbolic tắt dần

chứa toán tử Grushin trên toàn không gian.
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TỔNG QUAN

Các nghiên cứu về phương trình elliptic đã được đề cập khá nhiều

trong các công trình [17, 29, 38, 39, 67] và các trích dẫn thêm ở trong

đó. Các kết quả đạt được đối với phương trình elliptic, hệ phương trình

elliptic, phương trình parabolic, và phương trình hyperbolic tắt dần là

tương đối trọn vẹn.

Năm 1970, nhà toán học người Nga V. V. Grushin đã đưa ra toán tử

Gk = ∆x + |x|2k∆y với (x, y) ∈ Ω ⊂ RN1+N2, N1, N2 ≥ 1, k ∈ Z+

trong [32], tác giả V. V. Grushin đã đạt được các kết quả sau:

• Nếu k = 0 thì G0 là elliptic trong miền Ω.

• Nếu k > 0 thì Gk không là elliptic trong miền Ω ⊂ RN1+N2 có giao

khác rỗng với mặt x = 0.

Đây là ví dụ điển hình cho lớp toán tử hypoelliptic, nhưng không

là elliptic. Nhà toán học V. V. Grushin đã chứng minh được nếu Gku

là hàm khả vi vô hạn trong miền Ω thì u cũng khả vi vô hạn trong

miền Ω và các tính chất địa phương của Gk được tác giả nghiên cứu khá

đầy đủ trong [32]. Những kết quả mang tính tiên phong này đã thúc

đẩy hàng trăm công trình nghiên cứu sau đó. Một số chuyên gia ngoài

nước cũng đã nghiên cứu phương trình elliptic suy biến, phương trình

parabolic suy biến, phương trình hyperbolic suy biến và cũng đã đạt

được một số kết quả trong các công trình [15,16,31,32,40,44–48,61,75]

và các trích dẫn thêm ở trong đó. Một số tác giả trong nước cũng đạt

được các kết quả sâu sắc trong việc nghiên cứu các phương trình, hệ

các phương trình elliptic suy biến phi tuyến, phương trình parabolic suy
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biến, và phương trình hyperbolic suy biến. Các kết quả đã đạt được

là: sự tồn tại và không tồn tại nghiệm của bài toán biên cho phương

trình elliptic suy biến, hệ phương trình elliptic suy biến trong các công

trình [5, 6, 24–26, 42, 64, 66, 68–71] và các trích dẫn thêm ở trong đó. Sự

tồn tại nghiệm, dáng điệu tiệm cận nghiệm của phương trình parabolic

suy biến, trong các công trình [1–4,7,9,56] và các trích dẫn thêm ở trong

đó. Tính điều khiển được của phương trình parabolic suy biến chứa toán

tử Grushin trong các công trình [8, 9].

Năm 2012 các tác giả A. E. Kogoj và E. Lanconelli đã đưa ra toán

tử tổng quát cho hai toán tử Grushin và toán tử Pk1,k2 trong [44], đã

chỉ ra số mũ tới hạn của định lí nhúng kiểu Sobolev, đồng nhất thức

kiểu Pohozaev, chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu và tính chính quy của

nghiệm yếu của bài toán sau bằng phương pháp biến phân:∆γu− ηu+ f(X, u) = 0 trong Ω,

u = 0 trên ∂Ω,
(0.1)

ở đó Ω là tập mở bị chặn trong RN , η ≥ 0 và ∆γu, Ñ được định nghĩa

trong Chương 1.

Hàm f : Ω× R→ R là hàm liên tục thỏa mãn:

• f(X, ξ) = o(ξ) khi ξ → 0 đều với mọi X ∈ Ω,

• f(X, ξ) = o(ξ
Ñ+2

Ñ−2 ) khi ξ →∞, đều với mọi X ∈ Ω,

• Tồn tại hai hằng số µ > 2, u0 > 0 thỏa mãn ξf(X, ξ) > µF (X, ξ)

với |ξ| > u0 và F (X, ξ) > 0 với ξ > u0, F (X, ξ) =
ξ∫

0

f(X, τ)dτ.

Năm 2016 các tác giả C. T. Anh, và B. K. My trong [5] đã nghiên

cứu sự tồn tại nghiệm của Bài toán (0.1) với η = 0 và điều kiện của

f : Ω× R→ R là hàm liên tục thỏa mãn:
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• f(X, 0) = 0, lim
|ξ|→+∞

f(X,ξ)

|ξ|2∗γ−1
= 0, 2∗γ = 2Ñ

Ñ−2
;

• lim
|ξ|→+∞

F (X,ξ)
|ξ|2 = 0 đều với mọi X ∈ Ω, trong đó

F (X, ξ) =
ξ∫

0

f(X, τ)dτ ;

• lim sup
|ξ|→0

F (X,ξ)
|ξ|2 < µ1 đều với mọi X ∈ Ω, với µ1 là giá trị riêng đầu

tiên của toán tử −∆γ trong miền Ω với điều kiện biên Dirichlet

thuần nhất;

• Tồn tại C∗ ≥ 0, θ > 0 thỏa mãn:

H(X, ξ1) ≤ θH(X, ξ2) + C∗,∀ξ1, ξ2 ∈ R, 0 < |ξ1| < |ξ2|,∀X ∈ Ω,

trong đó H(X, ξ) = 1
2ξf(X, ξ)− F (X, ξ).

Khi đó Bài toán (0.1) luôn có nghiệm yếu không tầm thường. Và

nhiều kết quả đối với bài toán chứa toán tử −∆γ ta có thể xem trong

[6, 46,47,50,72,73].

Các kết quả về sự tồn tại nghiệm, dáng điệu tiệm cận nghiệm của

phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán tử elliptic và toán tử elliptic

suy biến trong miền bị chặn cũng đã đạt được một số kết quả nhất định.

Ta xét bài toán sau:
utt + βut = ∆u+ f(X, u), X ∈ Ω, t > 0,

u(X, t) = 0, X ∈ ∂Ω, t > 0,

u(X, 0) = u0(X), ut(X, 0) = u1(X),

(0.2)

trong đó Ω là miền bị chặn có biên trơn trong RN , β là hằng số dương

và u0(X) ∈ H1
0(Ω), u1(X) ∈ L2(Ω).
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- Năm 1984, J. K. Hale trong [34] và A. Haraux trong [37] đã chứng

minh được sự tồn tại nghiệm toàn cục và tập hút toàn cục của Bài toán

(0.2) với điều kiện sau f(X, ξ) ≡ f(ξ) ∈ C(R;R), N ≥ 3 và thỏa mãn:

|f(ξ)| ≤ C0(|ξ|ρ+1 + 1), 0 ≤ ρ <
2

N − 2
, lim inf
|ξ|→∞

f(ξ)

ξ
> −λ1.

- Năm 1989, A. V. Babin and M. I. Vishik [13] đã chứng minh được

sự tồn tại tập hút toàn cục của Bài toán (0.2) trong trường hợp số mũ

tới hạn, tức là ρ = 2
N−2 và sau đó được tổng quát bởi J. M. Arrieta, A.

N. Carvalho, và J. K. Hale [10].

- Năm 1988, R. Temam [62] đã chứng minh được sự tồn tại của tập

hút toàn cục của Bài toán (0.2) và năm 1994, E. Feireisl [28] đã chứng

minh tập hút toàn cục có số chiều fractal là hữu hạn với điều kiện sau

f(X, ξ) ≡ g(ξ) + h(X), h(X) ∈ L2(Ω), g(ξ) ∈ C2(R;R) thỏa mãn:

lim inf
|ξ|→∞

G(ξ)

ξ2
≥ 0, lim inf

|ξ|→∞

ξg(ξ)− c1G(ξ)

ξ2
≥ 0, G(ξ) =

ξ∫
0

g(τ)dτ, c1 > 0,

và

|g′(ξ)| ≤ C2(1 + |ξ|ρ) với


0 ≤ ρ <∞ khi N = 1, 2,

0 ≤ ρ < 2 khi N = 3,

ρ = 0 (tức là g′ là bị chặn) khi N ≥ 4.

- Năm 1991, J. K. Hale and G. Raugel [36] đã chứng minh được

sự tồn tại nghiệm toàn cục và tập hút toàn cục của Bài toán (0.2) với

N = 2, f(X, ξ) ≡ f(ξ) thỏa mãn điều kiện tăng trưởng mũ

f ∈ C(R;R), |f(ξ)| ≤ eθ(ξ), lim inf
|ξ|→+∞

f(ξ)

ξ
> −λ1,

trong đó θ là hàm liên tục thỏa mãn

lim
|ξ|→∞

θ(ξ)

ξ2
= 0.
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- Năm 2004, J. M. Ball trong [14] đã chứng minh được sự tồn tại

tập hút toàn cục của Bài toán (0.2) bằng phương pháp phương trình

năng lượng với điều kiện của hàm f(X, ξ) ≡ f(ξ) là hàm liên tục thỏa

mãn lim inf
|ξ|→+∞

f(ξ)
ξ > −λ1, λ1 là giá trị riêng đầu tiên của toán tử −∆

với điều kiện biên Dirichlet thuần nhất và |f(ξ)| ≤ C0

(
1 + |ξ| N

N−2

)
nếu

N > 2, C0 > 0 là hằng số, |f(ξ)| ≤ eθ(ξ), nếu N = 2 trong đó θ là hàm

liên tục thỏa mãn lim
|ξ|→∞

θ(ξ)
ξ2 = 0.

- Năm 2014, các tác giả A. E. Kogoj và S. Sonner trong [46], đã

nghiên cứu Bài toán (0.2) suy biến có dạng sau:
utt(X, t) + βut = Lu(X, t) + f(u(X, t)), X ∈ Ω, t > 0,

u(X, t) = 0, X ∈ ∂Ω, t > 0,

u(X, 0) = u0(X), ut(X, 0) = u1(X),

(0.3)

trong đó Ω là miền bị chặn có biên trơn trong RN , β là hằng số dương,

L là toán tử X− elliptic (xem [46,48]), và f(ξ) thỏa mãn điều kiện:

• |f(ξ1)−f(ξ2)| ≤ C|ξ1− ξ2|(1+ |ξ1|ρ+ |ξ2|ρ), với C > 0, 0 ≤ ρ < q−2
2 ,

q là hằng số được định nghĩa trong [46];

• lim sup
|ξ|→+∞

f(ξ)
ξ < µ1, với µ1 là giá trị riêng đầu tiên của toán tử −L

trong miền Ω với điều kiện biên Dirichlet thuần nhất.

Khi đó Bài toán (0.3) có nghiệm toàn cục, có tập hút toàn cục và số

chiều fractal của tập hút đó là hữu hạn.

Cùng với việc nghiên cứu Bài toán (0.2) nhiều tác giả cũng nghiên

cứu bài toán đó trong miền không bị chặn và cũng đạt được một số kết
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quả nhất định. Chúng ta xét bài toán sau:utt + βut + u = ∆u+ f(X, u), X ∈ RN , t > 0,

u(X, 0) = u0(X), ut(X, 0) = u1(X),
(0.4)

trong đó β là hằng số dương, u0(X) ∈ H1(RN), u1(X) ∈ L2(RN).

- Năm 1994, E. Feireisl trong [28], đã chứng minh được sự tồn tại tập

hút toàn cục trong không gian H1(R3) × L2(R3) của Bài toán (0.4) với

N = 3, ξ − f(X, ξ) ≡ g(X, ξ) thỏa mãn điều kiện:

• g ∈ C2(R4), g(·, 0) ∈ H1(R3),
∣∣∣∂g∂ξ (X, 0)

∣∣∣ ≤ C, với mọi X ∈ R3,

•
∣∣∣∂2g∂ξ2 (X, ξ)

∣∣∣ ≤ C(1 + |ξ|), với mọi X ∈ R3, ξ ∈ R,

• lim inf
|ξ|→∞

g(X,ξ)
ξ ≥ 0, đều với X ∈ R3,

•
(
g(X, ξ)− g(X, 0)

)
ξ ≥ Cξ2, với mọi ξ ∈ R, |X| > r1, C > 0.

- Năm 2005, Fall Djiby trong [27], bằng cách sử dụng phương pháp

ước lượng đuôi nghiệm đã chứng minh được sự tồn tại tập hút toàn cục

trong không gian H1(RN)×L2(RN) của Bài toán (0.4) với điều kiện của

hàm f(X, ξ) như sau:

• ξ − f(X, ξ) = ξ + h1(ξ)− h2(X), h2(X) ∈ L2(RN),

• h1 ∈ C1(R,R), h1(0) = 0, h1(ξ)ξ ≥ CF (ξ) ≥ 0,∀ξ ∈ R, trong đó C

là hằng số dương, F (ξ) =
ξ∫

0

h1(τ)dτ

• 0 ≤ lim sup
|ξ|→+∞

h1(ξ)

ξ
<∞ .

- Năm 2009, H. B. Xiao trong [33], đã chứng minh được sự tồn tại

tập hút toàn cục trong không gian H1(RN)×L2(RN) của Bài toán (0.4)

với điều kiện của hàm f(X, ξ) như sau:
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• ξ − f(X, ξ) = ξ + h1(ξ)− h2(X), h2(X) ∈ L2(RN),

• h1 ∈ C1(R,R), h1(ξ)ξ ≥ 0, |h′1(ξ)| ≤ C (1 + |ξ|p) ,∀ξ ∈ R, trong đó

C là hằng số dương, p > 0, p(N − 2) ≤ 2.

Từ những kết quả ở trên, chúng ta thấy rằng đối với lớp phương trình

elliptic suy biến và phương trình hyperbolic suy biến mặc dù đã có một

số kết quả tuy nhiên các kết quả thu được vẫn còn ít và còn nhiều vấn

đề mở cần được nghiên cứu liên quan đến toán tử ∆γ. Nói riêng, những

vấn đề mở mà chúng tôi quan tâm trong luận án này (xin xem thêm

phần Kết luận về những vấn đề mở khác) bao gồm:

• Nghiên cứu tính chính quy của nghiệm của bài toán biên elliptic

suy biến chứa toán tử ∆γ.

• Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán biên elliptic suy biến

chứa toán tử ∆γ trong một số trường hợp của hàm phi tuyến.

• Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm tích phân và dáng điệu tiệm cận

của nghiệm (thông qua tập hút toàn cục) của bài toán hyperbolic

tắt dần chứa toán tử elliptic suy biến mạnh trong miền bị chặn và

chứng minh số chiều fractal của tập hút toàn cục là hữu hạn.

• Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm tích phân và dáng điệu tiệm cận của

nghiệm (thông qua tập hút toàn cục) trong trường hợp bài toán

hyperbolic tắt dần chứa toán tử Grushin trong toàn không gian.
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Chương 1

MỘT SỐ KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Trong chương này, chúng tôi trình bày một số kiến thức chuẩn bị,

bao gồm: Khái niệm toán tử ∆γ, một số không gian hàm, các tính chất

quan trọng sử dụng trong luận án, các kết quả tổng quát về lí thuyết tập

hút toàn cục và một số kết quả bổ trợ được dùng cho các chương sau.

1.1 Toán tử ∆γ và một số không gian hàm

1.1.1 Toán tử ∆γ

Giả sử Ω là một miền bị chặn có biên trơn trong không gian

RN , N ≥ 2. Khi đó trong [44], chúng ta định nghĩa toán tử:

∆γ :=
N∑
j=1

∂xj
(
γ2
j∂xj

)
, ∂xj =

∂

∂xj
,

trong đó hàm γj : RN → R là các hàm liên tục và thỏa mãn γj > 0,

j = 1, 2, . . . , N trong RN\Π, với

Π :=

{
X = (x1, x2, . . . , xN) ∈ RN :

N∏
j=1

xj = 0

}
.

Hơn nữa, chúng ta giả sử γj(X) thỏa mãn các tính chất:

i) γ1(X) ≡ 1, γj (X) = γj (x1, x2, . . . , xj−1) , j = 2, . . . , N ;

ii) Với mỗi X ∈ RN ta có γj (X) = γj (X∗) , j = 1, 2, . . . , N, trong

đó

X∗ = (|x1| , . . . , |xN |) nếu X = (x1, x2, . . . , xN);

iii) Tồn tại hằng số ρ ≥ 0 sao cho:

0 ≤ xk∂xkγj (X) ≤ ργj (X) ,∀k ∈ {1, 2, . . . , j − 1} ,∀j = 2, . . . , N,
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với mỗi X ∈ RN
+ :=

{
(x1, . . . , xN) ∈ RN : xj ≥ 0,∀j = 1, 2, . . . , N

}
;

iv) Tồn tại nửa nhóm {δt}t>0 thỏa mãn:

δt : RN −→ R

(x1, . . . , xN) 7−→ δt (x1, . . . , xN) = (tε1x1, . . . , t
εNxN)

với 1 = ε1 ≤ ε2 ≤ · · · ≤ εN , sao cho γj là δt – thuần nhất bậc εj − 1, tức

là

γj (δt (X)) = tεj−1γj (X) ,∀X ∈ RN ,∀t > 0, j = 1, . . . , N.

Chúng ta định nghĩa Ñ là số chiều thuần nhất của RN cùng với nửa

nhóm {δt}t>0, tức là

Ñ := ε1 + ε2 + · · ·+ εN .

Ví dụ 1.1.1. Giả sử k là một số thực không âm. Khi đó toán tử

∆γ := ∆x + |x|2k∆y,

trong đó

γ = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
N1− số

, |x|k, . . . , |x|k︸ ︷︷ ︸
N2− số

), x = (x1, x2, . . . , xN1
) ∈ RN1,

y = (y1, y2, . . . , xN2
) ∈ RN2, N1, N2 ∈ N,

được gọi là toán tử Grushin (xem [31]).

Ví dụ 1.1.2. Giả sử k1, k2 là các số thực không âm. Khi đó toán tử

∆γ := ∆x + ∆y + |x|2k1|y|2k2∆z,

trong đó

γ = ( 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
(N1+N2)− số

, |x|k1|y|k2, . . . , |x|k1|y|k2︸ ︷︷ ︸
N3− số

), x = (x1, x2, . . . , xN1
) ∈ RN1,

y = (y1, y2, . . . , xN2
) ∈ RN2, z = (z1, z2, . . . , zN3

) ∈ RN3, N1, N2, N3 ∈ N,

được gọi là toán tử elliptic suy biến mạnh (xem [65,73]).
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1.1.2 Một số không gian hàm

Định nghĩa 1.1.3. Với 1 ≤ p < ∞, ta định nghĩa tập tất cả các hàm

u ∈ Lp(Ω) sao cho γj∂xju ∈ Lp(Ω) với mọi j = 1, 2, . . . , N, là không gian

Spγ(Ω).

Chuẩn trong Spγ(Ω) được định nghĩa là

‖u‖Spγ(Ω) =


∫
Ω

(
|u|p +

N∑
j=1

∣∣γj∂xju∣∣p
)

dx


1
p

.

Nếu p = 2 chúng ta định nghĩa tích vô hướng trong S2
γ(Ω) như sau:

(u, v)S2
γ(Ω) = (u, v)L2(Ω) +

N∑
j=1

(
γj∂xju, γj∂xjv

)
L2(Ω)

.

Không gian Spγ,0(Ω) định nghĩa như là bao đóng của C1
0(Ω) trong

không gian Spγ(Ω) với C1
0(Ω) là tập các hàm trong C1(Ω) có giá compact

trong Ω.

Dễ dàng chứng minh được Spγ(Ω) và Spγ,0(Ω) là các không gian Banach,

các không gian S2
γ(Ω) và S2

γ,0(Ω) là các không gian Hilbert.

Đặt

∇γu := (γ1∂x1u, γ2∂x2u, . . . , γN∂xNu) , |∇γu| :=
( N∑
j=1

∣∣γj∂xju∣∣2) 1
2

.

Nếu γ = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
N1− số

, |x|k, . . . , |x|k︸ ︷︷ ︸
N2− số

) thì chúng ta kí hiệu

Gk := ∆γ, S
2
k,0(Ω) := S2

γ,0(Ω),∇k := ∇γ, và Nk := Ñ = N1 + (1 + k)N2.

Nếu γ = ( 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
(N1+N2)− số

, |x|k1|y|k2, . . . , |x|k1|y|k2︸ ︷︷ ︸
N3− số

) thì chúng ta kí hiệu
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Pk1,k2 := ∆γ, S
2
(k1,k2),0(Ω) := S2

γ,0(Ω), ∇k1,k2 := ∇γ, và Nk1,k2 := Ñ =

N1 +N2 + (1 + k1 + k2)N3.

Định nghĩa 1.1.4. Chúng ta định nghĩa không gian S2
k(RN) là bao đóng

của không gian C∞0 (RN) với chuẩn

‖u‖S2
k(RN ) =


∫
RN

(
|u|2 + |∇ku|2

)
dX


1
2

.

Khi đó không gian S2
k(RN) là không gian Hilbert với tích vô hướng như

sau:

(u, v)S2
k(RN ) = (u, v)L2(RN ) + (∇ku,∇kv)L2(RN ).

1.1.3 Một số tính chất

Từ Mệnh đề 3.2 và Định lí 3.3 trong [44] ta có:

Mệnh đề 1.1.5. Giả sử Ñ > 2. Khi đó phép nhúng

S2
γ,0 (Ω) ↪→ L2∗γ (Ω) , trong đó 2∗γ =

2Ñ

Ñ − 2
,

là liên tục. Hơn nữa, phép nhúng S2
γ,0 (Ω) ↪→ Lq (Ω) là compact với mỗi

q ∈ [1, 2∗γ).

Mệnh đề 1.1.6 ( [2], Bổ đề 2.1). Giả sử Nk > 2. Khi đó ta có

S2
k(RN) ↪→ Lp

(
RN
)
, trong đó 2 ≤ p ≤ 2∗k =

2Nk

Nk − 2
.

Lưu ý 1.1.7. Ta có chuẩn ‖u‖S2
γ,0(Ω) và chuẩn

|||u|||S2
γ,0(Ω) =

∫
Ω

|∇γu|2dx

 1
2

là tương đương.
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Lưu ý 1.1.8. Nếu Ñ > 2 và Ω chứa gốc tọa độ thì định lí nhúng

S2
γ,0 (Ω) ↪→ L

2Ñ

Ñ−2
+τ

(Ω) là không đúng với mỗi τ là số dương. Thật vậy,

ta đặt
2Ñ

Ñ − 2
+ τ = p (τ) .

Lấy φ(X) ∈ C∞0 (Ω) và φ(X) 6= 0. Giả sử Θ là một số đủ lớn thỏa mãn

φθ(X) = φ (θε1x1, θ
ε2x2, . . . , θ

εnxN) := φ(Xθ) ∈ C∞0 (Ω) với mọi θ ≥ Θ.

Chúng ta xét hai số

Aθ =
‖φθ‖Lp(τ)(Ω)

|||φθ|||S2
γ,0(Ω)

và A1 =
‖φ‖Lp(τ)(Ω)

|||φ|||S2
γ,0(Ω)

.

Ta có ∫
Ω

(φθ(X))p(τ) dX

=

∫
Ω

(
φθ (θε1x1, θ

ε2x2, . . . , θ
εnxN)

)p(τ)

dx1dx2 . . . dxN

=
1

θÑ

∫
Ω

(
φθ (θε1x1, θ

ε2x2, . . . , θ
εnxN)

)p(τ)

dθε1x1dθ
ε2x2 . . . dθ

εNxN

= θ−Ñ
∫
Ω

(φ(Xθ))
p(τ) dXθ,

do đó

‖φθ‖Lp(τ)(Ω) = θ−
Ñ
p(τ) ‖φ‖Lp(τ)(Ω) . (1.1)

Mặt khác ta có

|||φθ|||S2
γ,0(Ω) =

∫
Ω

N∑
j=1

|γj∂xjφθ|2dX

 1
2

=

∫
Ω

1

θÑ

N∑
j=1

|γj∂xjφθ|2dθε1x1dθ
ε2x2 . . . dθ

εnxN

 1
2

.
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Từ giả thiết iv), ta có

γj(x1, . . . , xN)∂xjφθ(X) = θ−εj+1γj(θ
ε1x1, θ

ε2x2, . . . , θ
εnxN)∂xjφθ(X),

và

∂xjφθ(X) = θεj∂xjφ(θε1x1, θ
ε2x2, . . . , θ

εnxN).

Do vậy

|||φθ|||S2
γ,0(Ω) = θ1− Ñ2

∫
Ω

N∑
j=1

|γj(xθ)∂xjφ(xθ)|2dXθ

 1
2

= θ1− Ñ2 |||φ|||S2
γ,0(Ω). (1.2)

Từ (1.1) và (1.2), ta có

Aθ =
θ−

Ñ
p(τ) ‖φ‖Lp(τ)(Ω)

θ1− Ñ2 |||φ|||S2
γ,0(Ω)

= θ
Ñ
2 −1− Ñ

p(τ)A1.

Do Ñ
2 − 1− Ñ

p(τ) > 0, nên Aθ −→∞ khi θ −→∞.

Định nghĩa 1.1.9. Cho H là không gian Banach. Ánh xạ E : H → R

được gọi là khả vi Fréchet tại điểm u ∈ H nếu tồn tại ánh xạ tuyến tính

bị chặn DE(u) ∈ H thỏa mãn

|E(u+ v)− E(u)−DE(u)(v)|
‖v‖H

→ 0, khi ‖v‖H → 0.

Khi đó DE(u) được gọi là đạo hàm Fréchet của E tại u. Hơn nữa, đạo

hàm của E tại u theo hướng v kí hiệu bởi 〈v,DE(u)〉 := DE(u)(v).

Ánh xạ E là thuộc lớp C1 nếu ánh xạ u 7→ DE(u) là liên tục.

Định lí 1.1.10 ( [60], Định lí 1.2). Cho H là không gian Banach phản

xạ và M ⊂ H là tập đóng yếu trong H. Giả sử E : M −→ R ∪ +∞ là

bức trên M , tức là
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1) E(u)→∞ khi ‖u‖H →∞, u ∈M ;

và E là nửa liên tục dưới yếu trên M , tức là

2) Với mỗi u ∈M dãy {un} ⊂M,un ⇀ u trong H thì

E(u) ≤ lim inf
n→∞

E(un).

Khi đó E bị chặn dưới trên M và đạt infimum trên M .

1.2 Tập hút toàn cục và tính chất

1.2.1 Một số định nghĩa

Định nghĩa 1.2.1. [57] Giả sử H là một không gian Banach và

S(t) : H → H, với t ≥ 0 là một họ các ánh xạ thỏa mãn

i) S(0) = Id, với Id là phép đồng nhất.

ii) S(t+ s) = S(t)S(s), với mọi t, s ≥ 0,

iii) Với mỗi t ≥ 0, S(t) ∈ C(H,H);

iv) Với mỗi u ∈ H, t 7−→ S(t)u ∈ C((0,+∞), H).

Khi đó {S(t)}t≥0 được gọi là nửa nhóm (phi tuyến) liên tục trên H.

Định nghĩa 1.2.2. [53] Họ ánh xạ {S(t)}t≥0 được gọi là một nửa nhóm

tuyến tính liên tục mạnh trên H (hoặc đơn giản là C0− nửa nhóm trên

H) nếu S(t) : H → H là ánh xạ tuyến tính bị chặn trên H với mọi t ≥ 0,

và

i) S(0) = Id, với Id là phép đồng nhất.

ii) S(t+ s) = S(t)S(s), với mọi t, s ≥ 0,

iii) Với mỗi u ∈ H, t 7−→ S(t)u ∈ C([0,+∞), H).

Định nghĩa 1.2.3. Giả sử {S(t)}t≥0 là một C0− nửa nhóm trên H. Ta
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định nghĩa toán tử sinh A của nó như sau:

D(A) =

{
u ∈ H : lim

t→0+

S(t)u− u
t

tồn tại trong H

}
,

Au = lim
t→0+

S(t)u− u
t

=
d+(S(t)u)

dt

∣∣∣
t=0
, ∀u ∈ D(A).

Định nghĩa 1.2.4. [57] Giả sử S(t) là một nửa nhóm trên H.

1. Hàm Φ ∈ C(H,R) được gọi là hàm Lyapunov nếu

Φ(S(t)u) ≤ Φ(u), ∀t ≥ 0, ∀u ∈ H.

2. Hàm Lyapunov Φ được gọi là hàm Lyapunov ngặt nếu

Φ(S(t)u) = Φ(u) với mọi t ≥ 0, kéo theo u là điểm cân bằng, tức là

S(t)u = u với mọi t ≥ 0.

3. Nửa nhóm S(t) được gọi là hệ gradient liên tục nếu nó có hàm

Lyapunov ngặt, và nửa nhóm S(t) là nửa nhóm liên tục.

Định nghĩa 1.2.5. Một tập con khác rỗng A của H gọi là một tập hút

toàn cục đối với nửa nhóm S(t) nếu:

1. A là một tập đóng và bị chặn;

2. A là tập bất biến, tức là S(t)A = A, với mọi t ≥ 0;

3. A là hút mọi tập bị chặn, tức là với mọi tập bị chặn B ⊂ H thì

dist(S(t)B,A)→ 0 khi t→ +∞, ở đây

dist(S(t)B,A) = sup
a∈S(t)B

inf
b∈A

d(a, b).

Định nghĩa 1.2.6. Giả sử H là không gian Banach, nửa nhóm S(t) gọi

là compact tiệm cận nếu với mọi t > 0, S(t) có thể biểu diễn được dưới

dạng

S(t) = S(1)(t) + S(2)(t),
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ở đó S(1)(t) và S(2)(t) thỏa mãn các tính chất sau

1. Với bất kỳ tập bị chặn B ⊂ H

sup
y∈B
||S(1)(t)y||H → 0, khi t→ +∞.

2. Với bất kỳ tập bị chặn B trong H tồn tại t0 sao cho bao đóng của⋃
t≥t0

S(2)(t)B là compact trong H.

Định nghĩa 1.2.7. Cho H là không gian metric đầy đủ.

a) Quỹ đạo dương của x ∈ H là tập hợp γ+(x) = {S(t)x : t ≥ 0}.

Nếu B ⊂ H, thì quỹ đạo dương của B là tập hợp

γ+(B) =
⋃
t≥0

S(t)B =
⋃
z∈B

γ+(z).

Tổng quát hơn, với τ ≥ 0, ta định nghĩa quy đạo sau thời điểm τ của

B bởi γ+
τ (B) = γ+(S(τ)B).

b) Phần tử u0 ∈ H được gọi là điểm cân bằng nếu S(t)u0 = u0 với

mọi t ≥ 0.

c) Giả sử u0 là điểm cân bằng khi đó tập

W u(u0) =
{
y ∈ H : S(t) xác định với mọi t, S(−t)y → u0 khi t→ +∞

}
,

được gọi là đa tạp không ổn định của u0.

d) Giả sử A ⊂ H, tập hợp

ω(A) =
{
y ∈ H : tồn tại tn ≥ 0, yn ∈ A sao cho tn → +∞ và

S(tn)yn → y khi n→ +∞
}
,

được gọi là tập ω− giới hạn của A.
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Định nghĩa 1.2.8. Cho M là một tập compact trong không gian metric

H. Khi đó số chiều fractal của M được định nghĩa như sau:

dimH
frM = lim sup

ε→0

lnn(M, ε)

ln 1
ε

,

trong đó n(M, ε) là số tối thiểu các hình cầu đóng có bán kính ε cần

thiết dùng để phủ tập M.

Định nghĩa 1.2.9. [55] Giả sử H là một không gian Hilbert. Chúng

ta nói ánh xạ L : H → H có “tính chất nén suy rộng” (“generalized

squeezing property”) trên tập A ⊂ H viết tắt là (GSP) nếu tồn tại hằng

số C > 0, θ ∈
(

0,
1

4

)
và một phép chiếu trực chuẩn hữu hạn chiều P

trong không gian H sao cho mỗi cặp x1, x2 ∈ A, hoặc

‖Lx1 − Lx2‖H ≤ C
(
‖P (x1 − x2)‖2

H + ‖P (Lx1 − Lx2)‖2
H

) 1
2

hoặc

‖Lx1 − Lx2‖H < θ ‖x1 − x2‖H .

1.2.2 Một số tính chất

Định lí 1.2.10 ( [57], Định lí 4.6). Giả sử S(t), t ≥ 0 là một hệ gradient

compact tiệm cận, thỏa mãn với mỗi tập bị chặn B ⊂ H, với τ ≥ 0 ta

có γ+
τ (B) là bị chặn . Khi đó, nếu tập các điểm cân bằng E bị chặn thì

S(t) có một tập hút toàn cục compact A và A = W u(E). Hơn nữa, nếu

H là không gian Banach thì A là liên thông.

Bổ đề 1.2.11 ( [23], Bổ đề compact Aubin-Lions). Giả sử H0, H,H1 là

các không gian Banach sao cho H0 nhúng compact trong H, H nhúng

liên tục trong H1 và H0, H1 là không gian phản xạ. Với 1 < p, q < ∞,
đặt

W = {u ∈ Lp(0, T ;H0),
du

dt
∈ Lq(0, T ;H1)},
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với chuẩn

‖u‖W = ‖u‖Lp(0,T ;H0) +
∥∥∥du

dt

∥∥∥
Lq(0,T ;H1)

.

Khi đó W nhúng compact trong Lp(0, T ;H).

Định lí 1.2.12 ( [53], Định lí Stone). A là toán tử sinh của một C0

nhóm các toán tử unita trên không gian Hilbert H khi và chỉ khi iA là

toán tử tự liên hợp.

Định lí 1.2.13 ( [53], Định lí 2.2). Giả sử T (t) = eAt là một C0 nửa

nhóm. Khi đó tồn tại các hằng số ω ≥ 0 và M ≥ 1 thỏa mãn

‖T (t)‖L(H) ≤Meωt, ∀ t ∈ [0,∞),

trong đó L(H) là tập các toán tử tuyến tính liên tục từ H vào H.

Bổ đề 1.2.14 ( [55], Bổ đề 4.1). Cho H là một không gian Hilbert

và A ⊂ H là tập bị chặn. Giả sử ánh xạ L : A → H thỏa mãn

L(A) = A, L là liên tục Lipschitz và thỏa mãn tính chất GSP trên A.

Khi đó dimH
frA <∞.
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Chương 2

SỰ TỒN TẠI NGHIỆM VÀ TÍNH CHÍNH QUY CỦA

NGHIỆM CỦA BÀI TOÁN BIÊN ĐỐI VỚI PHƯƠNG

TRÌNH ELLIPTIC SUY BIẾN

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu một lớp bài toán biên elliptic

chứa toán tử ∆γ với một số điều kiện của số hạng phi tuyến và kết quả

chúng tôi đạt được là các định lí về sự tồn tại của nghiệm yếu không

tầm thường, định lí về tính chính quy của nghiệm. Chương này gồm hai

phần:

- Phần thứ nhất: Trình bày một số định lí về sự tồn tại nghiệm yếu.

- Phần thứ hai: Trình bày tính chính quy của nghiệm của bài toán

biên.

Nội dung của chương này dựa trên các bài báo [1], [2] trong Danh

mục công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án.

2.1 Một số định lí về sự tồn tại nghiệm yếu

Trong mục này tác giả sẽ nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của

bài toán biên elliptic suy biến chứa toán tử ∆γ, phương pháp tác giả

sử dụng ở đây là phương pháp biến phân. Cụ thể là tác giả xây dựng

phiếm hàm sau đó kiểm tra phiếm hàm đó thỏa mãn các điều kiện của

Định lí 1.1.10.
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2.1.1 Định lí về sự tồn tại nghiệm yếu

Trong mục này tác giả xét bài toán sau:∆γu+ f(X, u) = 0 trong Ω,

u = u0 trên ∂Ω,
(2.1)

trong đó Ω là một miền bị chặn với biên trơn trong RN và

u0 = u0(X) ∈ C2(Ω).

Định nghĩa 2.1.1 (xem [25]). Giả sử u, v ∈ S2
γ(Ω). Hàm v được gọi là

nhỏ hơn hoặc bằng u trên ∂Ω nếu max {0, v − u} ∈ S2
γ,0(Ω), ta ký hiệu

là v ≤ u trên ∂Ω .

Định nghĩa 2.1.2. Hàm u ∈ S2
γ (Ω) được gọi là nghiệm yếu của

Bài toán (2.1) nếu u− u0 ∈ S2
γ,0(Ω) và∫

Ω

(∇γu,∇γϕ)RNdX −
∫
Ω

f (X, u(X))ϕdX = 0,∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) .

Định nghĩa 2.1.3. Hàm u ∈ S2
γ (Ω) được gọi là nghiệm dưới yếu của

Bài toán (2.1) nếu u ≤ u0 trên ∂Ω và∫
Ω

(∇γu,∇γϕ)RNdX −
∫
Ω

f (X, u(X))ϕdX ≤ 0,∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) , ϕ ≥ 0.

Hàm u ∈ S2
γ (Ω) được gọi là nghiệm trên yếu của Bài toán (2.1) nếu

u ≥ u0 trên ∂Ω và∫
Ω

(∇γu,∇γϕ)RNdX −
∫
Ω

f (X, u(X))ϕdX ≥ 0,∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) , ϕ ≥ 0.

Từ Mệnh đề 7.2.1 trong [72], ta có:
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Mệnh đề 2.1.4. Giả sử f(X, ξ) ∈ C(Ω × R) thỏa mãn điều kiện

|f(X, ξ)| ≤ a(X) + b|ξ|p trong đó

a(X) ∈ L
p
p−1 (Ω), 1 < p <

Ñ + 2

Ñ − 2
, b ∈ R+, u0 = 0.

Khi đó u là nghiệm yếu của Bài toán (2.1) khi và chỉ khi u là điểm

tới hạn của phiếm hàm E(u) định nghĩa bởi công thức:

E (u) =
1

2

∫
Ω

|∇γu|2dX −
∫
Ω

F (X, u(X)) dX,

trong đó F (X, ξ) =
ξ∫

0

f (X, s) ds.

Định lí 2.1.5. Cho Ñ > 2. Giả sử u (X) ∈ S2
γ (Ω) là nghiệm dưới yếu,

u (X) ∈ S2
γ (Ω) là nghiệm trên yếu của Bài toán (2.1) và các hằng số

c, c ∈ R thỏa mãn −∞ < c ≤ u (X) ≤ u (X) ≤ c < +∞ hầu khắp nơi

trong Ω, và f(X, ξ) thỏa mãn điều kiện |f(X, ξ)| ≤ a(X) + b|ξ|p trong

đó

a(X) ∈ L
p
p−1 (Ω), 1 < p <

Ñ + 2

Ñ − 2
, b ∈ R+.

Khi đó tồn tại nghiệm yếu u (X) ∈ S2
γ (Ω) của (2.1), thỏa mãn điều

kiện u (X) ≤ u (X) ≤ u (X) hầu khắp nơi trong Ω.

Chứng minh. Để chứng minh định lí trên chúng tôi sử dụng

Định lí 1.1.10.

Đầu tiên chúng ta chứng minh định lí đúng với u0 = 0. Thật vậy, ta

định nghĩa phiếm hàm E trong không gian S2
γ,0 (Ω) như sau

E (u) =
1

2

∫
Ω

|∇γu|2dX −
∫
Ω

F (X, u(X)) dX.
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Đặt

M =
{
u (X) ∈ S2

γ,0 (Ω) : u (X) ≤ u (X) ≤ u (X) hầu khắp nơi trong Ω
}
.

Ta có

max
{

0, u(X)
}
−max

{
0,−u(X)

}
=


u(X) nếu u(X) ≥ 0,

0 nếu u(X) ≤ 0 ≤ u(X),

u(X) nếu u(X) ≤ u(X) ≤ 0,

nên max{0, u(X)} −max{0,−u(X)} ∈M , do vậy M là tập khác rỗng.

Ta cần chứng minh M là tập đóng yếu, và phiếm hàm E thỏa mãn

các điều kiện của Định lí 1.1.10.

Lấy bất kỳ dãy {un(X)} ⊂ M và un(X) → u(X) khi n → ∞ trong

S2
γ,0 (Ω). Do u (X) ≤ un (X) ≤ u (X) hầu khắp nơi trong Ω với mọi n.

Do vậy u (X) ≤ u (X) ≤ u (X) hầu khắp nơi trong Ω. Nên M là tập

đóng trong không gian S2
γ,0 (Ω).

Mặt khác với mọi u(X), v(X) ∈ M, với mọi số thực λ ∈ [0, 1], ta có

λu (X) ≤ λu (X) ≤ λu (X) hầu khắp nơi trong Ω, và (1 − λ)u (X) ≤
(1 − λ)v (X) ≤ (1 − λ)u (X) hầu khắp nơi trong Ω. Do vậy u (X) ≤
λu (X) + (1−λ)v(X) ≤ u (X) hầu khắp nơi trong Ω. Nên M là tập lồi.

Do M là tập lồi và đóng trong S2
γ,0 (Ω) nên theo Định lí Mazur, ta

có M là tập đóng yếu trong S2
γ,0 (Ω).

Từ giả thiết ta có |F (X, u(X))| ≤ a(X)|u(X)|+ b
p+1 |u(X)|p+1. Do đó∫

Ω

F (X, u(X))dX ≤
∫
Ω

(
a(X)|u(X)|+ b

p+ 1
|u(X)|p+1

)
dX,

suy ra ∫
Ω

F (X, u(X))dX ≤ C, ∀u(X) ∈M.
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Nên

E (u) ≥ 1

2
‖u‖2

S2
γ,0(Ω) − C ⇒ E(u)→∞ khi ‖u‖S2

γ,0(Ω) →∞,

Nên E là bức trên M .

Ta chứng minh E(u) là nửa liên tục dưới yếu trên M . Thật vậy, giả sử

un ⇀ u trong S2
γ,0 (Ω), với un, u ∈M . Ta có

|F (X, un)− F (X, u)| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

dF (X, u+ θ(un − u))

dθ
dθ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

F ′θ(X, u+ θ(un − u))(un − u)dθ

∣∣∣∣∣∣
≤

1∫
0

|f(X, u+ θ(un − u))||un − u|dθ

≤
1∫

0

(
a(X) + b|(u+ θ(un − u))p|

)
|un − u|dθ

≤ C
(
a(X) + |u|p + |un|p

)
|un − u|.

Do đó∫
Ω

|F (X, un)−F (X, u)|dX ≤ C

∫
Ω

(
a(X) + |u|p + |un|p

)
|un− u|dX.

Nên ∫
Ω

F (X, un(X))dX →
∫

Ω

F (X, u(X))dX khi n→∞.

Do đó E(u) là nửa liên tục dưới yếu trên M . Nên theo Định lí 1.1.10 ta

có tồn tại u ∈M là điểm cực tiểu của phiếm hàm E(u).

Tiếp theo chúng ta cần chứng minh u là nghiệm yếu của Bài toán (2.1).
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Với mỗi ϕ ∈ C∞0 (Ω) và ε > 0, đặt

Ωε =
{
X ∈ Ω, u(X) + εϕ(X) ≥ u(X) > u(X)

}
,

Ωε =
{
X ∈ Ω, u(X) + εϕ(X) ≤ u(X) < u(X)

}
,

Ω0 =
{
X ∈ Ω, u(X) = u(X)

}
,Ω0 =

{
X ∈ Ω, u(X) = u(X)

}
,

ϕε = max
{

0, u(X) + εϕ(X)− u(X)
}
≥ 0,

ϕε = −min
{

0, u(X) + εϕ(X)− u(X)
}
≥ 0,

vε = min
{
u (X) ,max

{
u (X) + εϕ (X) , u (X)

}}
.

Nếu u(X) ≤ max
{
u(X) + εϕ(X), u(X)

}
thì

vε = u(X), max
{
u(X) + εϕ(X), u(X)

}
= u(X) + εϕ(X),

nên ϕε = u(X)+εϕ(X)−u(X), ϕε = 0⇒ vε = u (X)+εϕ (X)−ϕε+ϕε.

Nếu u(X) ≥ max
{
u(X) + εϕ(X), u(X)

}
thì

vε = max
{
u(X) + εϕ(X), u(X)

}
=

u(X) + εϕ(X) khi u(X) + εϕ(X) ≥ u(X)

u(X) khi u(X) + εϕ(X) ≤ u(X).

+) Với vε = u(X) + εϕ(X) suy ra ϕε = 0, ϕε = 0.

Nên vε = u (X) + εϕ (X)− ϕε + ϕε.

+) Với vε = u(X) suy ra ϕε = 0, ϕε = u(X)− u (X)− εϕ (X).

Nên vε = u (X) + εϕ (X)− ϕε + ϕε.

Do đó

vε = u (X) + εϕ (X)− ϕε + ϕε,

vε ∈M,ϕε, ϕ
ε ∈ S2

γ,0 (Ω) ∩ L∞ (Ω) .
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Do u là điểm cực tiểu của E trong M và M là tập lồi, nên ta có

u+ t(vε − u) ∈M với mọi t ∈ [0, 1] và

E(u+ t(vε − u))− E(u)

t
≥ 0,∀t ∈ (0, 1].

Do vậy

0 ≤ 〈vε − u,DE (u)〉 = ε 〈ϕ,DE (u)〉 − 〈ϕε, DE (u)〉+ 〈ϕε, DE (u)〉 ,

hay

〈ϕ,DE (u)〉 ≥ 1

ε

[
〈ϕε, DE (u)〉 − 〈ϕε, DE (u)〉

]
. (2.2)

Mặt khác do u (x) là nghiệm trên yếu của Bài toán (2.1), nên ta có

〈ϕε, DE(u)〉 =

∫
Ω

(∇γu,∇γϕ
ε)RNdX −

∫
Ω

f(X, u(X))ϕεdX ≥ 0.

Do đó

〈ϕε, DE (u)〉 = 〈ϕε, DE (u)〉+ 〈ϕε, DE (u)−DE (u)〉 (2.3)

≥ 〈ϕε, DE (u)−DE (u)〉

=

∫
Ω

{
(∇γ (u− u) ,∇γϕ

ε)RN −
[
f (X, u(X))− f (X, u(X))

]
ϕε
}

dX

=

∫
Ωε

(∇γ (u− u) ,∇γ (u+ εϕ− u)RN ) dX

−
∫
Ωε

[
f (X, u(X))− f (X, u(X))

](
u+ εϕ− u

)
dX

+

∫
Ω0

(∇γ (u− u) ,∇γ (u+ εϕ− u))RNdX

−
∫
Ω0

[
f (X, u(X))− f (X, u(X))

](
u+ εϕ− u

)
dX.
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Tiếp theo chúng ta chứng minh∫
Ω0

(∇γ (u− u) ,∇γ (u+ εϕ− u))RNdX

−
∫
Ω0

[
f (X, u(X))− f (X, u(X))

](
u+ εϕ− u

)
dX = 0.

Thật vậy, với mỗi α > 0 đặt

Ω∗α :=
{
X ∈ Ω0 : |xj| > α, j = 1, 2, . . . , N

}
.

Khi đó ta có ∫
Ω0

(∇γ (u− u) ,∇γ (u+ εϕ− u))RNdX

−
∫
Ω0

[
f (X, u(X))− f (X, u(X))

](
u+ εϕ− u

)
dX

=

∫
Ω0

(∇γ (u− u) ,∇γ (u+ εϕ− u))RNdX

= lim
α→0

∫
Ω∗α

(∇γ (u− u) ,∇γ (u+ εϕ− u))RNdX.

Theo giả thiết ta có γj ∈ C(Ω̄∗α) và γj(X) 6= 0, với mọi j = 1, N,

X ∈ Ω̄∗α, nên |γj(x)| ≥ C(α) > 0 với mọi j = 1, N,X ∈ Ω∗α. Suy ra

u− u ∈ H1(Ω∗α). Nên sử dụng Bổ đề 7.7 trong [30], ta có∫
Ω∗α

|∇γ (u− u) |dX = 0.

Do đó ∫
Ω∗α

(∇γ (u− u) ,∇γ (u+ εϕ− u))RNdX = 0, ∀ α > 0.
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Khi đó cho α→ 0 ta có∫
Ω0

(∇γ (u− u) ,∇γ (u+ εϕ− u))RNdX = 0.

Từ (2.3) ta có

〈ϕε, DE (u)〉 ≥ 〈ϕε, DE (u)−DE (u)〉

=

∫
Ωε

(∇γ (u− u) ,∇γ (u+ εϕ− u))RNdX

−
∫
Ωε

[
f (X, u(X))− f (X, u(X))

](
u+ εϕ− u

)
dX

=

∫
Ωε

(∇γ (u− u) ,∇γ (u− u))RNdX −
∫
Ωε

[
f (X, u)− f (X, u)

]
(u− u) dX

+ ε

∫
Ωε

(∇γ (u− u) ,∇γϕ)RNdX − ε
∫
Ωε

[
f (X, u)− f (X, u)

]
ϕdX

≥ −
∫
Ωε

[
f (X, u)− f (X, u)

]
(u− u) dX + ε

∫
Ωε

(∇γ (u− u) ,∇γϕ)RNdX

− ε

∫
Ωε

[
f (X, u)− f (X, u)

]
ϕdX.

Do Vol(Ωε)→ 0 khi ε→ 0, nên ta có

lim
ε→0

∫
Ωε

(∇γ (u− u) ,∇γϕ)RNdX = 0,

lim
ε→0

∫
Ωε

[
f (X, u(X))− f (X, u(X))

]
ϕdX = 0.

Mặt khác ta có ∫
Ωε

|f (X, u(X))− f (X, u(X))| |u− u| dX

≤ ε

∫
Ωε

|f (X, u(X))− f (X, u(X))| |ϕ|dX,
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suy ra

lim
ε→0

1

ε

∫
Ωε

|f (X, u(X))− f (X, u(X))| |u− u| dX = 0. (2.4)

Từ (2.4) ta có

lim
ε→0

1

ε

∫
Ωε

[
f (X, u(X))− f (X, u(X))

]
(u− udX = 0.

Do đó

lim
ε→0

1

ε
〈ϕε, DE (u)〉 ≥ 0. (2.5)

Làm tương tự như trên, ta có

lim
ε→0

1

ε
〈ϕε, DE (u)〉 ≤ 0. (2.6)

Từ (2.2), (2.5) và (2.6) ta có

〈ϕ,DE (u)〉 ≥ 0, ∀ ϕ ∈ C∞0 (Ω) . (2.7)

Mặt khác ta có nếu ϕ ∈ C∞0 (Ω) thì −ϕ ∈ C∞0 (Ω) . Do vậy từ (2.7)

ta có 〈−ϕ,DE (u)〉 ≥ 0, suy ra 〈ϕ,DE (u)〉 ≤ 0. Kết hợp với (2.7) ta có

〈ϕ,DE (u)〉 = 0, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω)⇒ DE (u) = 0.

Do không gian C∞0 (Ω) là trù mật trong không gian S2
γ,0 (Ω), nên u

là nghiệm yếu của Bài toán (2.1) thỏa mãn u ≤ u ≤ u hầu khắp nơi

trong Ω.

Trong trường hợp tổng quát, chúng ta đặt w = u − u0. Khi đó

Bài toán (2.1) trở thành bài toán sau:

∆γw + f̃(X,w) = 0 trong Ω,

w = 0 trên ∂Ω,
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trong đó f̃(X,w) = ∆γu0 + f(X,w + u0).

Từ giả thiết của hàm f ta có

|f̃(X, ξ)| ≤ |∆γu0|+ |f(X, ξ + u0)| ≤ |∆γu0|+ a(X) + b|ξ + u0|p

≤ |∆γu0|+ a(X) + 2pb
(
|ξ|p + |u0|p

)
=
(
|∆γu0|+ a(X) + 2pb|u0|p

)
+ 2pb|ξ|p.

Do u0 ∈ C2(Ω,R), γj ∈ C(RN,R), và từ giả thiết i) của hàm γ ta

có ã(X) = |∆γu0| + a(X) + 2pb|u0|p ∈ L
p
p−1 (Ω). Nên bài toán quay về

trường hợp u0 = 0.

Hệ quả 2.1.6. Giả sử các điều kiện của Định lí 2.1.5 là thỏa mãn. Khi

đó tồn tại nghiệm yếu của Bài toán (2.1) trong không gian L∞ (Ω).

Hệ quả 2.1.7. Giả sử f(X, ξ) = k(X)ξ|ξ|q−2 − ξ|ξ|p−2, trong đó

1 < k(X) ≤ C < ∞, C là hằng số và 2 ≤ q < p < 2Ñ

Ñ−2
. Khi đó

bài toán

∆γu+ f(X, u) = 0 trong Ω,

u = u0 trên ∂Ω,

trong đó u0 là hằng số và u0 ≥ 1, luôn có nghiệm yếu trong không gian

L∞ (Ω).

Chứng minh. Đầu tiên chúng ta chỉ ra u ≡ 1 là nghiệm dưới yếu của bài

toán. Thật vậy, ta có∫
Ω

(∇γu,∇γϕ)RNdX −
∫
Ω

f (X, u(X))ϕdX = −
∫
Ω

(k (X)− 1)ϕdX ≤ 0

với mọi ϕ ∈ C∞0 (Ω) , ϕ ≥ 0.

Nên u ≡ 1 là nghiệm dưới yếu của bài toán.
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Mặt khác ta xét u ≡ C0, trong đó C0 ≥ max{u0, C
1
p−q},∫

Ω

(∇γu,∇γϕ)RNdX −
∫
Ω

f (X, u(X))ϕdX

= −Cq−1
0

∫
Ω

(
k (X)− Cp−q

0

)
ϕdX ≥ 0,

với mọi ϕ ∈ C∞0 (Ω) , ϕ ≥ 0.

Nên u ≡ C0 là nghiệm trên yếu của bài toán.

Từ Định lí 2.1.5 và Bổ đề 2.1.6 ta có điều phải chứng minh.

Lưu ý 2.1.8. Hệ quả 2.1.7 có thể sử dụng phương pháp biến phân

để chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán, tuy nhiên việc sử

dụng phương pháp biến phân không đánh giá được nghiệm như sử dụng

phương pháp nghiệm trên và nghiệm dưới.

Ví dụ sau đây chỉ ra việc dùng phương pháp nghiệm trên và nghiệm

dưới đối với phương trình elliptic suy biến trong trường hợp số mũ tới

hạn.

Ví dụ 2.1.9. Hãy chỉ ra sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán sau∆xu+ |x|2k ∆yu+ |x|2k
(
|u|

Nk−2
Nk+2 + f(x, y)

)
= 0 trong Ω,

u = 0 trên ∂Ω,
(2.8)

ở đây Ω là miền bị chặn với biên trơn trong không gian RN1+N2,

x ∈ RN1, y ∈ RN2, k ∈ R+,Ω∩{x = 0} 6= ∅, Nk = N1+(1+k)N2, f(x, y) ∈
C(Ω,R), f(x, y) > 0, với mọi (x, y) ∈ Ω.

Đặt

ρ =
(
|x|2k+2 + (k + 1)2 |y|2

) 1
2k+2

.
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Khi đó ta có nếu u(x, y) = u(ρ) thì

∆xu+ |x|2k ∆yu =

(
∂2u

∂ρ2
+
Nk − 1

ρ

∂u

∂ρ

)
|x|2k

ρ2k
.

Ta xét hàm

u = C(1 + ρ2)−
Nk−2

2 ,

ở đây

0 < C < [Nk(Nk − 2)]
Nk−2

4

(
max

Ω
ρ2k

)−Nk−24

.

Khi đó ta có

∆xu+ |x|2k ∆yu = −|x|
2k

ρ2k
CNk(Nk − 2)(1 + ρ2)−

Nk+2

2 .

Đặt

D(u) = −
(
∂2u

∂ρ2
+
Nk − 1

ρ

∂u

∂ρ
+ ρ2k |u|

Nk+2

Nk−2

)
.

Khi đó

D(u) = −C(1 + ρ2)−
Nk+2

2

(
C

4
Nk−2ρ2k −Nk(Nk − 2)

)
.

Mặt khác do

0 < C < [Nk(Nk − 2)]
Nk−2

4

(
max

Ω
ρ2k

)−Nk−24

,

nên D(u) > 0 với mọi (x, y) ∈ Ω.

Nên nếu ta chọn hàm f(x, y) thỏa mãn f(x, y) ≤ (max
Ω

ρ)−2kD(u) với

mọi (x, y) ∈ Ω. Khi đó u là nghiệm trên của phương trình (2.8) nên nó

là nghiệm trên yếu.

Hiển nhiên từ điều kiện của hàm f(x, y) ta có u = 0 là nghiệm dưới

yếu của phương trình (2.8).

Do đó từ Định lí 2.1.5 ta có phương trình (2.8) luôn có nghiệm yếu.
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2.1.2 Định lí về sự tồn tại nghiệm yếu không âm

Trong mục này tác giả xét bài toán biên sau:
−∆γu+ λu = u|u|p−2 trong Ω,

u ≥ 0 trong Ω,

u = 0 trên ∂Ω,

(2.9)

trong đó Ω là một miền bị chặn với biên trơn trong RN và λ, p là các

hằng số cho trước.

Định lí 2.1.10. Giả sử Ñ > 2, p ∈
(

2, 2Ñ

Ñ−2

)
và λ1 là giá trị riêng đầu

tiên của toán tử −∆γ trong miền Ω với điều kiện biên Dirichlet thuần

nhất. Khi đó, với mỗi λ > −λ1 Bài toán (2.9) luôn có nghiệm yếu không

tầm thường.

Chứng minh. Chúng ta xét phiếm hàm Ẽ trong không gian S2
γ,0 (Ω) như

sau

Ẽ (u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇γu|2 + λ|u|2

)
dX − 1

p

∫
Ω

|u|pdX.

Đặt

E1 (u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇γu|2 + λ|u|2

)
dX,

và

M1 =

u ∈ S2
γ,0 (Ω) :

∫
Ω

|u|pdx = 1

 .

Giả sử {un}∞n=1 ⊂ M1 và un ⇀ u trong S2
γ,0 (Ω). Do Mệnh đề 1.1.5,

ta có S2
γ,0 (Ω) ↪→↪→ Lp (Ω) với 2 ≤ p < 2Ñ

Ñ−2
, nên un → u trong Lp (Ω).

Mặt khác, từ ‖un‖Lp(Ω) = 1, ∀n nên ‖u‖Lp(Ω) = 1 suy ra u ∈ M1. Do đó

41



M1 là tập đóng yếu trong không gian S2
γ,0 (Ω).

Bởi định nghĩa của λ1 ta có

1

λ1

∫
Ω

|∇γu|2dX ≥
∫
Ω

|u|2dX.

Nếu λ > 0 ta có E1 (u) ≥ 1
2

∥∥u∥∥2

S2
γ,0(Ω)

.

Nếu λ ≤ 0 ta có

E1 (u) ≥ 1

2

(
1 +

λ

λ1

)∥∥u∥∥2

S2
γ,0(Ω)

.

Do đó

E1 (u) ≥ 1

2
min

{
1,

(
1 +

λ

λ1

)}∥∥u∥∥2

S2
γ,0(Ω)

.

Mà λ > −λ1 nên E1 (u) → ∞ khi ‖u‖S2
γ,0(Ω) → ∞, u ∈ M1. Do đó E1

là bức trên M1.

Từ Mệnh đề 1.1.5 ta có E1(u) là nửa liên tục dưới yếu, nên theo

Định lí 1.1.10 tồn tại u ∈M1 là điểm cực tiểu của E1 trên M1. Mặt khác

ta có E1 (u) = E1 (|u|) với mọi u. Do đó không mất tính tổng quát ta

giả sử u ≥ 0.

Do E1 là khả vi Fréchet nên ta có

〈v,DE1 (u)〉 =

∫
Ω

(
(∇γu,∇γv)RN + λuv

)
dX, ∀v ∈ S2

γ,0 (Ω) .

Hơn nữa, ánh xạ

G : S2
γ,0 (Ω) −→ R

u 7−→ G(u) =

∫
Ω

|u|pdX

cũng khả vi Fréchet và

〈v,DG (u)〉 = p

∫
Ω

u|u|p−2vdX, ∀v ∈ S2
γ,0 (Ω) .
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Trong trường hợp điểm u ∈M1, ta có

〈u,DG (u)〉 = p

∫
Ω

|u|pdX = p 6= 0.

Theo quy tắc nhân Lagrange, tồn tại tham số µ ∈ R thỏa mãn〈
v,DE1 (u)− µ

p
DG (u)

〉
=

∫
Ω

(
(∇γu,∇γv)RN + λuv − µu|u|p−2v

)
dX = 0

với mọi v ∈ S2
γ,0 (Ω). Cho v = u, khi đó∫
Ω

(
(∇γu,∇γu)RN + λ|u|2 − µ|u|p

)
dX = 0.

Do đó

µ = µ

∫
Ω

|u|pdX = 2E1 (u) > 0.

Ta đặt u∗ = µ
1
p−2u ∈ S2

γ,0 (Ω), khi đó u∗ = µ
1
p−2u ≥ 0 trong Ω và thỏa

mãn〈
v,DẼ (u∗)

〉
= µ

1
p−2

∫
Ω

(
(∇γu,∇γv)RN + λuv − µu|u|p−2v

)
dX = 0

với mọi v ∈ S2
γ,0 (Ω). Do đó u∗ là nghiệm yếu của Bài toán (2.9).

Lưu ý 2.1.11. Điều kiện p ∈
(

2, 2Ñ

Ñ−2

)
trong Định lí 2.1.10 là cần thiết

và quan trọng, vì nếu p = 2Ñ

Ñ−2
, λ = 0,∆γ là toán tử elliptic suy biến

mạnh và Ω là ∆γ−hình sao ứng với gốc tọa độ khi đó Bài toán (2.9)

không có nghiệm không tầm thường (xem trong [65]).

Năm 1983, hai nhà toán học H. Brezis và L. Nirenberg trong [17] đã

xét Bài toán (2.9) với γ ≡ 1, p = 2N
N−2 , khi đó hai nhà toán học đã khẳng

định rằng
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• Khi N ≥ 4, Bài toán (2.9) có nghiệm dương nếu 0 < −λ < λ1, với

λ1 là giá trị riêng đầu tiên của toán tử Laplace ứng với điều kiện

biên Dirichlet thuần nhất.

• Khi N = 3, Bài toán (2.9) có nghiệm dương nếu
1

4
λ1 < −λ < λ1 và

Ω là hình cầu.

Kết quả mà chúng tôi đạt được trong mục này là cho trường hợp

số mũ dưới tới hạn, việc chứng minh cho trường hợp tới hạn như trong

trường hợp elliptic nêu trên vẫn còn là vấn đề mở.

2.2 Tính chính quy của nghiệm của bài toán biên elliptic suy

biến

Trong mục này tác giả xét bài toán biên sau:∆γu+ f(X, u) = 0 trong Ω,

u = 0 trên ∂Ω,
(2.10)

trong đó Ω là miền bị chặn trong RN , với biên ∂Ω trơn.

Định nghĩa 2.2.1. Hàm u ∈ S2
γ,0(Ω) được gọi là nghiệm yếu của

Bài toán (2.10) nếu đẳng thức∫
Ω

(∇γu,∇γϕ)RNdX −
∫
Ω

f(X, u)ϕdX = 0

thỏa mãn với mọi ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Định lí 2.2.2. Cho Ω là miền bị chặn trong RN cùng với biên ∂Ω

trơn. Giả sử f : Ω × R → R thỏa mãn f(., ξ) đo được trên Ω với

mọi ξ ∈ R cố định, f(X, .) liên tục trên R với hầu khắp X ∈ Ω và

|f(X, ξ)| ≤ a(X) (1 + |ξ|) , a(X) ∈ L
Ñ
2

loc (Ω). Giả sử u ∈ S2
γ,loc(Ω) là

nghiệm yếu của Bài toán (2.10). Khi đó u ∈ Lqloc(Ω) với mỗi q <∞.
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Hơn nữa, nếu u ∈ S2
γ,0(Ω) và a(X) ∈ L Ñ

2 (Ω) thì u ∈ Lq(Ω) với mỗi

q <∞.

Chứng minh. Lấy η ∈ C∞0 (Ω) với mỗi s ≥ 0,M1 ≥ 1 sao cho

ϕs = umin
{
|u|2s ,M2

1

}
η2 thỏa mãn: suppϕs b Ω, ϕs ∈ S2

1,0 (Ω).

Đặt

Ω
|u|s
M1

=
{
X ∈ Ω : |u(X)|s ≤M1

}
,

CΩa
M2

=
{
X ∈ Ω : |a(X)| > M2

}
.

Do u(X) là nghiệm yếu của Bài toán (2.10) nên ta có∫
Ω

(∇γu,∇γϕs)RNdX =

∫
Ω

f (X, u)ϕsdX,

hay∫
Ω

|∇γu|2 min
{
|u|2s ,M2

1

}
η2dX +

2s+ 1

4

∫
Ω
|u|s
M1

∣∣∣∇γ |u|2
∣∣∣2 |u|2s−2 η2dX

= −2

∫
Ω

(∇γu,∇γη)RNuηmin
{
|u|2s ,M2

1

}
dX +

∫
Ω

f (X, u)ϕsdX.

(2.11)

Do |f(X, ξ)| ≤ a(X) (1 + |ξ|) nên

−2

∫
Ω

(∇γu,∇γη)RNuηmin
{
|u|2s ,M2

1

}
dX +

∫
Ω

f (X, u)ϕsdX

≤ −2

∫
Ω

(∇γu,∇γη)RNuηmin
{
|u|2s ,M2

1

}
dX

+

∫
Ω

a (X) (1 + |u|) |u|min
{
|u|2s ,M2

1

}
η2dX

≤ −2

∫
Ω

(∇γu,∇γη)RNuηmin
{
|u|2s ,M2

1

}
dX
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+

∫
Ω

a (X)
(

1 + 2 |u|2
)

min
{
|u|2s ,M2

1

}
η2dX.

Theo bất đẳng thức Cauchy, ta có

−2(∇γu,∇γη)RNuηmin
{
|u|2s ,M2

1

}
≤ 1

2
|∇γu|2 min

{
|u|2s ,M2

1

}
η2

+ 2u2 min
{
|u|2s ,M2

1

}
|∇γη|2.

Và do M1 ≥ 1 nên ta cũng có

a (X)
(

1 + 2 |u|2
)

min
{
|u|2s ,M2

1

}
η2

≤ 3a (X) |u|2 min
{
|u|2s ,M2

1

}
η2 + a (X) η2.

Do vậy

− 2

∫
Ω

(∇γu,∇γη)RNuηmin
{
|u|2s ,M2

1

}
dX

+

∫
Ω

a (X)
(

1 + 2 |u|2
)

min
{
|u|2s ,M2

1

}
η2dX

≤ 1

2

∫
Ω

|∇γu|2 min
{
|u|2s ,M2

1

}
η2dX + 2

∫
Ω

u2 min
{
|u|2s ,M2

1

}
|∇γη|2dX

+ 3

∫
Ω

a (X) |u|2 min
{
|u|2s ,M2

1

}
η2dX +

∫
Ω

a (X) η2dX. (2.12)

Mặt khác do 2s+1
4 ≥ s

2 nên từ (2.11) và (2.12), ta có

1

2

∫
Ω

|∇γu|2 min
{
|u|2s ,M2

1

}
η2dX +

s

2

∫
Ω
|u|s
M1

∣∣∣∇γ |u|2
∣∣∣2 |u|2s−2 η2dX

≤ 2

∫
Ω

u2 min
{
|u|2s ,M2

1

}
|∇γη|2dX +

∫
Ω

a (X) η2dX

+ 3

∫
Ω

a (X) |u|2 min
{
|u|2s ,M2

1

}
η2dX. (2.13)
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Giả sử u(X) ∈ L2s+2
loc (Ω) và do a(X) ∈ L

Ñ
2

loc (Ω) nên∫
Ω

a (X) η2dX ≤ C,

∫
Ω

u2 min
{
|u|2s ,M2

1

}
|∇γη|2dX ≤ C. (2.14)

Mà∫
Ω
|u|s
M1

∣∣∣∇γ

(
|u|s+1 η

)∣∣∣2 dX ≤
∫
Ω

|∇γ (umin {|u|s ,M1} η)|2 dX

=

∫
Ω

∣∣∣ (min {|u|s ,M1} η)∇γu+ u (min {|u|s ,M1})∇γη

+ uη∇γ (min {|u|s ,M1})
∣∣∣2dX ≤ 3

∫
Ω

min
{
|u|2s ,M2

1

}
η2|∇γu|2dX

+ 3

∫
Ω

u2 min
{
|u|2s ,M2

1

}
)|∇γη|2dX + 3

∫
Ω
|u|s
M1

u2η2|∇γ |u|s |2dX

= 3

∫
Ω

min
{
|u|2s ,M2

1

}
η2|∇γu|2dX + 3

∫
Ω

u2 min
{
|u|2s ,M2

1

}
)|∇γη|2dX

+
3

4
s2

∫
Ω
|u|s
M1

u2s−2η2|∇γ |u|2 |2dX. (2.15)

Từ (2.13), (2.14) và (2.15), ta có∫
Ω

|∇γ (umin {|u|s ,M1} η)|2 dX

≤ C + C

∫
Ω

a(X)|u|2 min
{
|u|2s,M2

1

}
η2dX

≤ C + CM2

∫
Ω

|u|2 min
{
|u|2s,M2

1

}
η2dX

+ C

∫
CΩaM2

a(X)|u|2 min
{
|u|2s,M2

1

}
η2dX
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≤ C(1 + CM2) + C

∫
CΩaM2

a(X)|u|2 min
{
|u|2s,M2

1

}
η2dX. (2.16)

Áp dụng bất đẳng thức Hölder, ta có

C

∫
CΩaM2

a(X)|u|2 min
{
|u|2s,M2

1

}
η2dX

≤ C

 ∫
CΩaM2

|a(X)|
Ñ
2 dX


2

Ñ
 ∫
CΩaM2

∣∣|u|2 min
{
|u|2s,M2

1

}
η2
∣∣ Ñ

Ñ−2 dX


Ñ−2
Ñ

≤ C

 ∫
CΩaM2

|a(X)|
Ñ
2 dX


2

Ñ
∫

Ω

|umin {|u|s,M1} η|
2Ñ

Ñ−2 dX

 Ñ−2
Ñ

(2.17)

Do umin {|u|s,M1} η ∈ S2
γ,0 (Ω) nên theo Mệnh đề 1.1.5, ta có∫

Ω

|umin {|u|s,M1} η|
2Ñ

Ñ−2 dX

 Ñ−2
Ñ

≤ C1

∫
Ω

|∇γumin {|u|s,M1} η|2 dX.

Kết hợp với (2.16) và (2.17), ta có∫
Ω

|∇γ (umin {|u|s ,M1} η)|2 dX

≤ C(1 + CM2) + ε(M2)

∫
Ω

|∇γumin {|u|s,M1} η|2 dX, (2.18)

trong đó

ε(M2) = CC1

 ∫
CΩaM2

|a(X)|
Ñ
2 dX


2

Ñ

.

Do ε(M2)→ 0 khi M2 →∞, nên ta chọn M2 đủ lớn sao cho ε(M2) = 1
2 ,
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từ (2.18) ta có∫
Ω

∣∣∣∇γ (umin {|u|s ,M1} η)
∣∣∣2dX ≤ 2C(1 + CM2). (2.19)

Từ (2.15) và (2.19), ta có∫
Ω
|u|s
M1

∣∣∣∇γ

(
|u|s+1 η

)∣∣∣2 dX ≤ 2C(1 + CM2). (2.20)

Cho M1 →∞, từ (2.20) ta có∫
Ω

∣∣∣∇γ

(
|u|s+1 η

)∣∣∣2 dX ≤ 2C(1 + CM2).

Nên suy ra

|u|s+1 η ∈ S2
γ,0(Ω) ↪→ L2∗γ(Ω).

Do đó u ∈ L(s+1)2∗γ
loc (Ω).

Cứ tiếp tục quá trình như vậy với s0 = 0, si + 1 = (si−1 + 1) Ñ

Ñ−2
, với

i ≥ 1 ta được u ∈ Lqloc(Ω) với q <∞.

Nếu u ∈ S2
γ,0(Ω) và a(X) ∈ L

Ñ
2 (Ω) bằng cách lí luận tương tự với

η ≡ 1 ta có u ∈ Lq(Ω) với mỗi q <∞.

Định lí 2.2.3. Giả sử f(X, ξ) = f(ξ) thỏa mãn điều kiện

1) f(ξ) ∈ C0,α
loc (R) trong đó α ∈ (0, 1].

2) |f(ξ)| ≤ C(1 + |ξ|m) với C là hằng số dương và 1 < m < Ñ+2

Ñ−2
.

Khi đó nếu u(X) là nghiệm yếu của Bài toán (2.10) thì u(X) ∈ Lp(Ω)

với mỗi 1 ≤ p <∞.

Chứng minh. Do u là nghiệm yếu của Bài toán (2.10) nên u(X) cũng là

nghiệm yếu của bài toán:∆γu+ a(X)(1 + |u|) = 0 trong Ω,

u = 0 trên ∂Ω,
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trong đó a(X) = f(u(X))
1+|u(X)| .

Do |f(ξ)| ≤ C(1 + |ξ|m)⇒ |a(X)| ≤ C(1 + |u(X)|m−1).

Mà 1 < m < Ñ+2

Ñ−2
nên 0 < m − 1 < 4

Ñ−2
và u(X) ∈ S2

γ,0(Ω) ↪→ L2∗γ(Ω),

do vậy ∫
Ω

(
1 + |u(X)|m−1

) Ñ
2 dX <∞.

Suy ra a(X) ∈ L Ñ
2 (Ω), nên theo Định lí 2.2.2 ta có u(X) ∈ Lp(Ω) với

mỗi 1 ≤ p <∞.

Từ Định lí 2.2.2 và Định lí 9 trong [69], ta có:

Hệ quả 2.2.4. Giả sử f(ξ) thỏa mãn các điều kiện của Định lí 2.2.2 và

1) f(ξ) = o(ξ) khi ξ → 0.

2) Tồn tại hằng số A và µ ∈ [0, 1
2) thỏa mãn F (ξ) ≤ µf(ξ)ξ với mọi

|ξ| ≥ A, trong đó F (ξ) =
ξ∫

0

f(x)dx.

Khi đó Bài toán (2.10) luôn có nghiệm yếu không tầm thường thuộc

không gian Lp(Ω) với mỗi 1 ≤ p <∞.

Lưu ý 2.2.5. Kết quả về tính chính quy mà chúng tôi đạt được trong

mục này mới chỉ dừng lại ở lớp không gian Lp(Ω), việc chứng minh tính

chính quy của nghiệm có đạo hàm yếu như trong trường hợp không suy

biến, tức là γ ≡ 1, mà các kết quả đã đạt được trong công trình [18] vẫn

còn là vấn đề mở.

KẾT LUẬN CHƯƠNG 2

Trong chương này chúng tôi đã nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của

bài toán biên elliptic suy biến chứa toán tử ∆γ và nghiên cứu tính chính

quy của nghiệm. Các kết quả đạt được bao gồm:
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1) Chứng minh được sự tồn tại nghiệm yếu dựa vào nghiệm trên yếu

và nghiệm dưới yếu của bài toán (Định lí 2.1.5).

2) Chứng minh được sự tồn tại nghiệm không âm của bài toán trong

một trường hợp của hàm phi tuyến (Định lí 2.1.10).

3) Chứng minh được tính chính quy của nghiệm (Định lí 2.2.2).

Kết quả của Chương 2 là sự mở rộng và phát triển các kết quả tương

ứng của bài toán biên elliptic trong [17,60] đối với toán tử ∆γ, với phương

pháp tương tự như đối với toán tử elliptic và kỹ thuật đã được điều chỉnh

cho phù hợp với toán tử suy biến.
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Chương 3

TẬP HÚT TOÀN CỤC ĐỐI VỚI PHƯƠNG TRÌNH

HYPERBOLIC TẮT DẦN CHỨA TOÁN TỬ ELLIPTIC

SUY BIẾN MẠNH TRONG MIỀN BỊ CHẶN

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu một lớp bài toán hyperbolic

tắt dần chứa toán tử elliptic suy biến mạnh trên miền bị chặn Ω của

không gian RN , với số hạng phi tuyến tăng trưởng kiểu đa thức. Chúng

tôi sẽ chứng minh sự tồn tại nghiệm tích phân của bài toán, sự tồn tại

tập hút toàn cục trong không gian S2
(k1,k2),0(Ω) × L2(Ω) và chứng minh

được số chiều fractal của tập hút toàn cục là hữu hạn. Chương này gồm

ba phần:

- Phần thứ nhất: Trình bày sự tồn tại và duy nhất của nghiệm tích

phân.

- Phần thứ hai: Trình bày sự tồn tại của tập hút toàn cục trong

không gian S2
(k1,k2),0(Ω)× L2(Ω).

- Phần thứ ba: Trình bày tính bị chặn của số chiều fractal của tập

hút toàn cục.

Nội dung của chương này dựa trên các bài báo [3] trong Danh mục

công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án.
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3.1 Sự tồn tại và duy nhất của nghiệm tích phân

3.1.1 Đặt bài toán

Trong chương này tác giả nghiên cứu bài toán sau:
utt + βut = Pk1,k2u+ f(X, u), X ∈ Ω, t > 0,

u(X, t) = 0, X ∈ ∂Ω, t > 0,

u(X, 0) = u0(X), ut(X, 0) = u1(X),

(3.1)

trong đó β là hằng số dương, Ω là một miền bị chặn với biên trơn trong

RN1×RN2×RN3 = RN , (N1, N2, N3 ≥ 1, X = (x, y, z)),Ω∩{x = 0} 6= ∅,
Ω ∩ {y = 0} 6= ∅ và Pk1,k2u = ∆xu+ ∆yu+ |x|2k1|y|2k2∆zu, k1, k2 ∈ R+,

ut =
∂u

∂t
, utt =

∂2u

∂t2
, |x|2k1 =

(
N1∑
i=1

x2
i

)k1

, |y|2k2 =

(
N2∑
j=1

y2
j

)k2

.

Chúng ta giả sử f(X, ξ) : Ω×R −→ R thỏa mãn f(., ξ) đo được trên Ω

với mọi ξ ∈ R cố định, f(X, .) liên tục trên R với mỗi X ∈ Ω và

|f(X, ξ1)− f(X, ξ2)| ≤ C|ξ1 − ξ2|
(
g(X) + |ξ1|ρ + |ξ2|ρ

)
, (3.2)

với 0 ≤ ρ ≤ 2
Nk1,k2−2 , Nk1,k2 = N1 +N2 + (1 + k1 + k2)N3 > 2,

f(X, 0) = h(X) ∈ L2(Ω), (3.3)

F (X, ξ) =

ξ∫
0

f(X, τ)dτ ≤ g1(X) + g2(X)ξ2, (3.4)

f(X, ξ)ξ ≤ g3(X) + g4(X)ξ2, (3.5)

trong đó ρ, C > 0 là các hằng số, và các hàm thỏa mãn

g1(X), g3(X) ∈ L1(Ω), g2(X) ∈ L
Nk1,k2

2 (Ω), g4(X) ∈ L
Nk1,k2

2 (Ω),

‖g2‖
L
Nk1,k2

2 (Ω)
<

1

2C2(2∗k1,k2,Ω)
, ‖g4‖

L
Nk1,k2

2 (Ω)
<

1

C2(2∗k1,k2,Ω)
,
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ở đây 2∗k1,k2 =
2Nk1,k2

Nk1,k2 − 2
, C(2∗k1,k2,Ω) là hằng số tốt nhất trong bất đẳng

thức Sobolev

‖u‖
L
2∗
k1,k2 (Ω)

≤ C(2∗k1,k2,Ω) ‖u‖S2
(k1,k2),0

(Ω) ,

và g(X) là hàm không âm thỏa mãn, g(X) ∈ LNk1,k2(Ω) nếu ρ = 0, và

g(X) ∈ L
2∗k1,k2
ρ (Ω) nếu ρ 6= 0.

Đặt

U =

(
u

ut

)
:=

(
u

v

)
, A =

(
0 Id

Pk1,k2 0

)
,

f ∗(U)(X) =

(
0

−βv(X) + f(X, u(X))

)
, U0 =

(
u0

u1

)
.

Khi đó Bài toán (3.1) trở thành bài toán sau:
dU

dt
= AU + f ∗(U), t > 0,

U(0) = U0.
(3.6)

Chúng ta đặt H = S2
(k1,k2),0(Ω) × L2(Ω). Khi đó H là không gian

Hilbert cùng với tích vô hướng sau

(U,U)H = (

(
u

v

)
,

(
u

v

)
) = (∇k1,k2u,∇k1,k2u)L2(Ω) + (v, v)L2(Ω).

Miền xác định của toán tử A là D(A) xác định bởi

D(A) =

{(
u

v

)
, u, v ∈ S2

(k1,k2),0(Ω);Pk1,k2u ∈ L2(Ω)

}
.

3.1.2 Sự tồn tại và duy nhất của nghiệm tích phân

Bổ đề 3.1.1. Toán tử liên hợp của toán tử A là toán tử A∗ xác định như

sau

A∗ = −

(
0 Id

Pk1,k2 0

)
.
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với

D(A∗) =

{(
χ

ψ

)
: χ, ψ ∈ S2

(k1,k2),0(Ω);Pk1,k2χ ∈ L2(Ω)

}
.

Chứng minh. Từ định nghĩa của toán tử liên hợp ta có để

(
χ

ψ

)
∈

D(A∗) và A∗

(
χ

ψ

)
=

(
p

q

)
khi và chỉ khi

(

(
p

q

)
,

(
u

v

)
) = (

(
χ

ψ

)
,

(
v

Pk1,k2u

)
), ∀

(
u

v

)
∈ D(A),

⇔ (∇k1,k2p,∇k1,k2u)L2(Ω) + (q, v)L2(Ω) = (∇k1,k2χ,∇k1,k2v)L2(Ω)

+(ψ, Pk1,k2u)L2(Ω), ∀u ∈ S2
(k1,k2),0(Ω), Pk1,k2u ∈ L2(Ω), ∀v ∈ S2

(k1,k2),0(Ω)

khi và chỉ khi

(∇k1,k2p,∇k1,k2u)L2(Ω) = (ψ, Pk1,k2u)L2(Ω), (3.7)

∀u ∈ S2
(k1,k2),0(Ω), Pk1,k2u ∈ L2(Ω),

và

(q, v)L2(Ω) = (∇k1,k2χ,∇k1,k2v)L2(Ω), ∀v ∈ S2
(k1,k2),0(Ω). (3.8)

Từ công thức Gauss-Green, ta có

(∇k1,k2p,∇k1,k2u)L2(Ω) = −(p, Pk1,k2u)L2(Ω),

∀u ∈ S2
(k1,k2),0(Ω), Pk1,k2u ∈ L2(Ω),

và từ (3.7), ta có

(p+ ψ, Pk1,k2u)L2(Ω) = 0,∀u ∈ S2
(k1,k2),0(Ω), Pk1,k2u ∈ L2(Ω).
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Do đó p = −ψ. Nhưng (3.8) đúng khi và chỉ khi Pk1,k2χ ∈ L2(Ω) và

q = −Pk1,k2χ.

Do đó ta có điều phải chứng minh.

Bổ đề 3.1.2. Giả sử f(X, ξ) thỏa mãn các điều kiện (3.2), (3.3). Khi

đó

a) Ánh xạ Nemytskii

f : S2
(k1,k2),0(Ω) −→ L2(Ω)

u 7−→ f(X, u(X))

là Lipschitz trên mọi tập bị chặn của S2
(k1,k2),0(Ω).

b) Ánh xạ

f ∗ : H −→ H

U 7−→ f ∗(U) :=

(
0

−βv + f(X, u)

)

là Lipschitz trên mọi tập bị chặn của H.

Chứng minh. a) Từ (3.2), ta có

|f(X, u)|2 ≤ C
(
g2(X)|u|2 + |u|2(ρ+1) + |h(X)|2

)
.

Do đó∫
Ω

|f(X, u)|2dX ≤ C


∫
Ω

(
g2(X)|u|2 + |u|2(1+ρ)

)
dX +

∫
Ω

|h(X)|2dX


≤ C

(
‖g‖2

L
Nk1,k2 (Ω)

‖u‖2

L
2∗
k1,k2 (Ω)

+ ‖u‖2(1+ρ)

L2(1+ρ)(Ω)
+ ‖h‖2

L2(Ω)

)
< +∞,

với mọi u ∈ S2
(k1,k2),0(Ω).

Giả sử u, v ∈ S2
(k1,k2),0(Ω), R > 0 và ‖u‖S2

(k1,k2),0
(Ω) ≤ R, ‖v‖S2

(k1,k2),0
(Ω) ≤ R.

56



Khi đó ta có∫
Ω

|f(X, u)− f(X, v)|2dX ≤ C

∫
Ω

|u− v|2
(
g2(X) + |u|2ρ + |v|2ρ

)
dX

≤ C

∫
Ω

g2(X)|u− v|2dX + C

∫
Ω

|u− v|2|u|2ρdX + C

∫
Ω

|u− v|2|v|2ρdX.

Áp dụng bất đẳng thức Hölder, ta có∫
Ω

g2(X)|u− v|2dX ≤ ‖g‖2

L
Nk1,k2 (Ω)

‖u− v‖2

L
2∗
k1,k2 (Ω)

,

∫
Ω

|u− v|2|u|2ρdX ≤ ‖u‖2ρ
L2(ρ+1)(Ω)

‖u− v‖2
L2(ρ+1)(Ω) ,∫

Ω

|u− v|2|v|2ρdX ≤ ‖v‖2ρ
L2(ρ+1)(Ω)

‖u− v‖2
L2(ρ+1)(Ω) .

Do không gian S2
(k1,k2),0(Ω) là nhúng liên tục vào không gian L2∗k1,k2(Ω)

và 1 < 2(ρ+ 1) ≤ 2∗k1,k2, nên ta có

‖f(X, u)− f(X, v)‖2
L2(Ω) ≤ C1 ‖u− v‖2

S2
(k1,k2),0

(Ω)

×
(

1 + ‖u‖2ρ
S2
(k1,k2),0

(Ω)
+ ‖v‖2ρ

S2
(k1,k2),0

(Ω)

)
,

hay

‖f(X, u)− f(X, v)‖L2(Ω) ≤ C(R) ‖u− v‖S2
(k1,k2),0

(Ω) .

b) Giả sử R > 0, U, U ∈ H và ‖U‖H ≤ R,
∥∥U∥∥

H
≤ R. Chúng ta có

f ∗(U)− f ∗(U) =

(
0

βv − βv + f(X, u)− f(X, u)

)
.
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Do vậy

∥∥f ∗(U)− f ∗(U)
∥∥2

H
= ‖βv − βv + f(X, u)− f(X, u)‖2

L2(Ω)

≤ 2 ‖βv − βv‖2
L2(Ω) + 2 ‖f(X, u)− f(X, u)‖2

L2(Ω)

≤ 2C ‖u− u‖2
S2
(k1,k2),0

(Ω)

(
1 + ‖u‖2ρ

S2
(k1,k2),0

(Ω)
+ ‖u‖2ρ

S2
(k1,k2),0

(Ω)

)
+ 2β2 ‖v − v‖2

L2(Ω) ≤ C1(R)
∥∥U − U∥∥2

H
.

Do đó ta có điều phải chứng minh.

Từ Bổ đề 3.1.1 theo Định lí Stone ta có A sinh ra một C0− nửa nhóm

eAt trên H.

Định nghĩa 3.1.3 ( [59]). Giả sử T > 0, T ∈ R. Một ánh xạ liên tục

U : [0, T )→ H được gọi là nghiệm tích phân của Bài toán (3.1) nếu nó

là nghiệm của phương trình tích phân

U(t) = eAtU0 +

t∫
0

eA(t−s)f ∗(U(s))ds, t ∈ [0, T ).

Nếu U khả vi hầu khắp nơi trên [0, T ) cùng với Ut và AU thuộc

không gian L1
loc(0, T,H) và thỏa mãn phương trình vi phân

dU

dt
= AU + f ∗(U), hầu khắp nơi trên (0, T ), U(0) = U0, U(t) ∈ D(A)

khi đó U được gọi là nghiệm mạnh của Bài toán (3.1).

Sử dụng Bổ đề 3.1.2 và chứng minh tương tự như Định lí 46.1 (p.

235), Định lí 46.2 (p. 236) trong [59] ta có mệnh đề sau

Mệnh đề 3.1.4. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (3.2), (3.3).

Khi đó với mỗi R > 0 tồn tại T = T (R) > 0 đủ nhỏ sao cho với
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U0 ∈ H, ‖U0‖H ≤ R, Bài toán (3.1) tồn tại duy nhất một nghiệm tích

phân U ∈ C([0, T ];H).

Hơn nữa, nếu U0 ∈ D(A) thì U là nghiệm mạnh của Bài toán (3.1).

Từ (3.2) và (3.3), ta có

|F (X, u)| ≤ C
(
g(X)|u|2 + |u|2+ρ + |f(X, 0)||u|

)
.

Suy ra∫
Ω

|F (X, u)|dX ≤ C

∫
Ω

(
g(X)|u|2 + |u|2+ρ + |h(X)||u|

)
dX

≤ C

(
‖g‖

L
Nk1,k2

2 (Ω)
‖u‖2

L
2∗
k1,k2 (Ω)

+ ‖u‖2+ρ
L2+ρ(Ω) + ‖h‖L2(Ω) ‖u‖L2(Ω)

)
< +∞,

với mọi u ∈ S2
(k1,k2),0(Ω).

Vì thế ta định nghĩa hàm Lyapunov để tìm nghiệm trong

Mệnh đề 3.1.4 là

Φ(U) =
1

2
‖v‖2

L2(Ω) +
1

2
‖u‖2

S2
(k1,k2),0

(Ω) −
∫

Ω

F (X, u(X))dX. (3.9)

Nhân phương trình đầu của Bài toán (3.1) với ut và tích phân trên

Ω, ta có

d

dt

(
1

2
‖ut‖2

L2(Ω) +
1

2
‖∇k1,k2u‖

2
L2(Ω) −

∫
Ω

F (X, u(X))dX

)
= −β ‖ut‖2

L2(Ω) .

Do đó

d

dt
Φ(U(t)) = −β ‖ut‖2

L2(Ω) . (3.10)

Định lí 3.1.5. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (3.2)–(3.4) và

U0 ∈ H. Khi đó Bài toán (3.6) tồn tại nghiệm toàn cục duy nhất U ∈
C([0,∞);H). Hơn nữa, với mỗi t cố định ánh xạ U0 → S(t)U0 := U(t)

là liên tục trên H.
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Chứng minh. Giả sử nghiệm U(t) được xác định trên khoảng cực đại

[0, Tmax).

Từ (3.2), ta có∫
Ω

F (X, u(X))dX ≤
∫

Ω

(
g1(X) + g2(X)u2

)
dX

≤ ‖g1‖L1(Ω) + ‖g2‖
L
Nk1,k2

2 (Ω)
‖u‖2

L
2∗
k1,k2 (Ω)

≤ ‖g1‖L1(Ω) + C2(2∗k1,k2,Ω) ‖g2‖
L
Nk1,k2

2 (Ω)
‖u‖2

S2
(k1,k2),0

(Ω) .

Từ (3.10), ta có nghiệm U(t) tồn tại trên [0, Tmax) và thỏa mãn

Φ(U(0)) ≥ Φ(U(t)) ≥ 1

2
‖ut‖2

L2(Ω)

+
1

2
‖∇k1,k2u‖

2
L2(Ω)−C

2(2∗k1,k2,Ω) ‖g2‖
L
Nk1,k2

2 (Ω)
‖u‖2

S2
(k1,k2),0

(Ω)−‖g1‖L1(Ω) .

Suy ra với mọi t thuộc [0, Tmax) ta có

‖U‖2
H ≤

2
(

Φ(U(0)) + ‖g1‖L1(Ω)

)
min

{
1, 1− 2C2(2∗k1,k2,Ω) ‖g2‖

L
Nk1,k2

2 (Ω)

} := C̃. (3.11)

Từ (3.11) ta có Tmax = +∞. Thật vậy, giả sử ngược lại

Tmax < +∞ khi đó từ (3.11) ta có

∥∥∥∥U(Tmax −
1

n

)∥∥∥∥2

H

≤ C̃ với n ∈ Z+,

n ≥ 1

Tmax
. Từ Mệnh đề 3.1.4 tồn tại hằng số T ∗(C̃) (độc lập với n) sao cho

Bài toán (3.6) có nghiệm duy nhất trên
[
Tmax −

1

n
, Tmax −

1

n
+ T ∗(C̃)

)
,

tức là U(t) là nghiệm của bài toán trên
[
0, Tmax −

1

n
+ T ∗(C̃)

)
. Nếu

n >
1

T ∗(C̃)
khi đó Tmax −

1

n
+ T ∗(C̃) > Tmax. Điều này mâu thuẫn với

tính cực đại của Tmax.

Như vậy với U0 ∈ H thì Bài toán (3.6) có nghiệm duy nhất

U ∈ C([0,∞);H).
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Sự phụ thuộc liên tục của nghiệm vào điều kiện ban đầu.

Giả sử U, V là hai nghiệm tích phân của Bài toán (3.6) với điều kiện

ban đầu tương ứng U0, V0 ∈ H. Đặt W = U − V ta có

U(t) = eAtU0 +

t∫
0

eA(t−s)f ∗(U(s))ds.

V (t) = eAtV0 +

t∫
0

eA(t−s)f ∗(V (s))ds.

Áp dụng Định lí 1.2.13 ta có

||W (t)||H =
∥∥∥eAtW0 +

t∫
0

eA(t−s)(f ∗(U(s))− f ∗(V (s)))ds
∥∥∥
H

≤
∥∥∥eAtW0

∥∥∥
H

+

t∫
0

∥∥∥eA(t−s)(f ∗(U(s))− f ∗(V (s)))
∥∥∥
H

ds

≤ Meωt ‖W0‖H +

t∫
0

Meω(t−s) ‖f ∗(U(s))− f ∗(V (s))‖H ds.

Sử dụng tính chất Lipschitz của hàm f ∗ và bất đẳng thức Gronwall

dạng tích phân ta có sự phụ thuộc liên tục của nghiệm vào điều kiện

ban đầu.

3.2 Sự tồn tại tập hút toàn cục trong S2
(k1,k2),0(Ω)× L2(Ω)

Từ Định lí 3.1.5, chúng ta định nghĩa nửa nhóm liên tục

S(t) : H → H như sau

S(t)U0 := U(t),

trong đó U(t) là nghiệm duy nhất của Bài toán (3.6), với điều kiện ban

đầu U0. Trong chứng minh của Định lí 3.1.5, ta có với mọi R > 0, U0 ∈ H
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cùng với ‖U0‖H ≤ R, tồn tại hằng số M > 0 chỉ phụ thuộc vào R thỏa

mãn ‖U(t)‖H ≤ M với mọi t > 0. Nói cách khác, quỹ đạo của các tập

bị chặn là bị chặn.

Định lí 3.2.1. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (3.2)–(3.5). Khi đó

nửa nhóm S(t) có một tập hút toàn cục liên thông compact A = W u(E)

trong H.

Chứng minh. Đầu tiên từ (3.10) và chứng minh của Định lí 3.1.5, ta có

γ+(B) là bị chặn với mỗi tập bị chặn B trong H, và phiếm hàm Φ định

nghĩa bởi (3.9) là hàm Lyapunov ngặt. Ký hiệu

E =

{(
u

0

)
∈ H : Pk1,k2u+ f(X, u) = 0

}
,

khi đó E là tập các điểm cân bằng của S(t). Nếu U ∈ E, ta có

‖∇k1,k2u‖
2
L2(Ω) −

∫
Ω

f(X, u)udX = 0.

Do đó

‖u‖2
S2
(k1,k2),0

(Ω) =

∫
Ω

f(X, u)udX ≤
∫

Ω

(
g3(X) + g4(X)u2

)
dX.

Áp dụng bất đẳng thức Hölder và bất đẳng thức Sobolev, ta có∫
Ω

f(X, u)udX ≤ ‖g3‖L1(Ω) + ‖g4‖
L
Nk1,k2

2 (Ω)
‖u‖2

L
2∗
k1,k2 (Ω)

≤ ‖g3‖L1(Ω) + C2(2∗k1,k2,Ω) ‖g4‖
L
Nk1,k2

2 (Ω)
‖u‖2

S2
(k1,k2),0

(Ω) .

Suy ra

‖u‖2
S2
(k1,k2),0

(Ω) ≤
‖g3‖L1(Ω)

1− C2(2∗k1,k2,Ω) ‖g4‖
L
Nk1,k2

2 (Ω)

,

do đó

‖U‖2
H ≤

‖g3‖L1(Ω)

1− C2(2∗k1,k2,Ω) ‖g4‖
L
Nk1,k2

2 (Ω)

,
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tức là E là bị chặn trong H. Do đó để chứng minh tồn tại tập hút toàn

cục, chúng ta chỉ cần chứng minh S(t) là compact tiệm cận trong H.

Xét phiếm hàm

I(U(t)) = Φ(U(t)) +
β

2

∫
Ω

uutdX,

H0(u(t)) = β

∫
Ω

(
1

2
f(X, u)u− F (X, u)

)
dX.

Nhân phương trình đầu của Bài toán (3.1) với u và tích phân trên Ω, ta

có

d

dt

∫
Ω

uutdX = ‖ut‖2
L2(Ω) − ‖∇k1,k2u‖

2
L2(Ω) − β

∫
Ω

uutdX

+

∫
Ω

f(X, u(X))udX.

Suy ra

d

dt
I(U(t)) = −βI(U(t)) +H0(u) hay

d

dt
[eβtI(U(t))] = eβtH0(u),

nên với mỗi T > 0, ta có

I(U(T )) = e−βT I(U(0)) +

T∫
0

eβ(t−T )H0(u(t))dt. (3.12)

Ta giả sử Un(t) = S(t)Un(0) với dãy {Un(0)}n=∞
n=1 là bị chặn trong

H, và tn → +∞ khi n → ∞. Từ Φ(U(0)) ≥ Φ(U(t)) ta có dãy

{Φ(Un(tn))}n=∞
n=1 là bị chặn trong H, kết hợp với (3.11) ta có {Un(tn)}n=∞

n=1

là bị chặn trong H. Do đó dãy {Un(tn)}n=∞
n=1 có một dãy con hội tụ yếu,

không mất tính tổng quát chúng ta giả sử Un(tn) ⇀ U trong H khi

n→∞, và ta giả sử Un(tn − T ) ⇀ UT trong H, với U,UT ∈ H. Với mỗi

t ≥ 0 dãy {Un(tn + t− T )}n=∞
n=1 có một dãy con hội tụ yếu, nên ta giả sử

U =

(
u

ut

)
∈ H sao cho

Un(tn + t− T ) ⇀ U(t) trong H,
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ở đó U(0) = UT , U(T ) = U .

Áp dụng (3.12) với Un(tn + t− T ) =

(
un(tn + t− T )

unt(tn + t− T )

)
, ta có

I(Un(tn)) = e−βT I(Un(tn − T )) +

T∫
0

eβ(t−T )H0(un(tn + t− T ))dt.

Chúng ta chứng minh

H0(un(tn + t− T ))→ H0(u(t)).

Thật vậy, từ Un(tn+t−T ) ⇀ U(t) trongH, ta có un(tn+t−T ) ⇀ u(t)

trong S2
(k1,k2),0(Ω) mà S2

(k1,k2),0(Ω) ↪→↪→ L2(Ω) nên un(tn + t− T )→ u(t)

trong L2(Ω).

Áp dụng bất đẳng thức Hölder và từ (3.2), ta có∫
Ω

|f(X, un)un − f(X, u)u|dX

≤
∫

Ω

|f(X, un)un − f(X, u)un|dX +

∫
Ω

|f(X, u)un − f(X, u)u|dX

=

∫
Ω

|f(X, un)− f(X, u)||un|dX +

∫
Ω

|un − u||f(X, u)|dX

≤ C

∫
Ω

(g(X) + |un|ρ + |u|ρ) |un||un − u|dX +

∫
Ω

|un − u||f(X, u)|dX

≤ C ‖un − u‖L2(Ω)

(
‖g‖Lr1(Ω) + ‖un‖ρLr1ρ(Ω) + ‖u‖ρLr1ρ(Ω)

)
‖un‖Lr2(Ω)

+ ‖un − u‖L2(Ω) ‖f(X, u)‖L2(Ω) ,

ở đây r1 =
2Nk1,k2

(Nk1,k2 − 2)ρ
nếu ρ 6= 0, r1 = Nk1,k2 nếu ρ = 0 và

1

r1
+

1

r2
=

1

2
.

Mặt khác ta có {un(tn + t− T )}n=∞
n=1 là bị chặn trong S2

(k1,k2),0(Ω) và

S2
(k1,k2),0(Ω) ↪→ L2∗k1,k2 , nên ta có∫
Ω

f(X, un(tn+t−T ))un(tn+t−T )dX →
∫

Ω

f(X, u(t))u(t)dX khi n→∞.

64



Từ (3.2), ta có

∣∣∣F (X, un)− F (X, u)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

dF (X, u+ θ(un − u))

dθ
dθ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

F ′θ(X, u+ θ(un − u))(un − u)dθ

∣∣∣∣∣∣ ≤
1∫

0

∣∣∣f(X, u+θ(un−u))
∣∣∣|un−u|dθ

≤
1∫

0

{
C
(
g(X)

∣∣∣u+θ(un−u)
∣∣∣+∣∣∣(u+θ(un−u))ρ+1

∣∣∣)+|f(X, 0)|
}
|un−u|dθ

≤ C
(
g(X)|u|+ g(X)|un|+ |u|ρ+1 + |un|ρ+1

)
|un − u|+ |h(X)||un − u|.

Do đó∫
Ω

∣∣∣F (X, un)− F (X, u)
∣∣∣dX ≤ ∫

Ω

|h(X)||un − u|dX

+

∫
Ω

(
C
(
g(X)|u|+ g(X)|un|+ |u|ρ+1 + |un|ρ+1

)
|un − u|

)
dX.

Áp dụng bất đẳng thức Hölder, ta có∫
Ω

∣∣∣F (X, un)− F (X, u)
∣∣∣dX ≤ C

{
‖u‖ρ+1

L2(ρ+1)(Ω)
+ ‖un‖ρ+1

L2(ρ+1)(Ω)

+ ‖h(X)‖L2(Ω) + ‖g‖
L
Nk1,k2 (Ω)

(
‖u‖

L
2∗
k1,k2 (Ω)

+ ‖un‖
L
2∗
k1,k2 (Ω)

)}
‖un − u‖L2(Ω) .

Mặt khác ta có {un(tn + t − T )}n=∞
n=1 là bị chặn trong S2

(k1,k2),0(Ω) và

S2
(k1,k2),0(Ω) ↪→ L2(ρ+1), nên ta có∫

Ω

F (X, un(tn + t− T ))dX →
∫

Ω

F (X, u(t))dX khi n→∞.

Do đó

H0(un(tn + t− T ))→ H0(u(t)) khi n→∞.
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Áp dụng (3.12) với U , ta có

lim
n→∞

T∫
0

eβ(t−T )H0(un(tn + t− T ))dt =

T∫
0

eβ(t−T )H0(u(t))dt

= I(U(T ))− e−βT I(U(0)).

Mặt khác dãy {Un}n=∞
n=1 là bị chặn trong H, tồn tại C > 0 sao cho

I(Un) ≤ C với mọi t ≥ 0. Do đó

lim sup
n→∞

I(Un(tn)) ≤ Ce−βT + I(U(T ))− e−βT I(U(0)).

Do I là nửa liên tục dưới yếu, nên ta cho T →∞, ta có

lim sup
n→∞

I(Un(tn)) ≤ I(U) ≤ lim inf
n→∞

I(Un(tn))

do đó I(Un(tn)) → I(U). Nên ‖Un(tn)‖H → ‖U‖H mà H là không gian

Hilbert do vậy Un(tn) → U trong H. Do đó S(t) là compact tiệm cận.

Áp dụng Định lí 1.2.10, ta có điều phải chứng minh.

Định lí 3.2.2. Giả sử f(X, u) thỏa mãn điều kiện (3.2)–(3.5). Khi đó

nửa nhóm S(t) xác định bởi Bài toán 3.6, có tập hút cực tiểu toàn cục

M trong không gian H, tức là, với mỗi (u0, u1) ∈ H nghiệm tương ứng

(u(t), ut(t)) = S(t)(u0, u1) dần tới tập E của các điểm cân bằng trong H

khi t→ +∞.

Chứng minh. Vì S(t) là hệ gradient nên tập hút cực tiểu toàn cục chính

là tập các điểm cân bằng E. Thật vậy, từ chứng minh Định lí 3.2.1 chúng

ta thấy tập các điểm cân bằng E bị chặn, khi đó S(t) có tập hút toàn

cục compact A. Nếu tập hút toàn cục A tồn tại thì nó chứa một tập hút

cực tiểu M trong H. Do vậy từ Định lí 3.2.1 suy ra sự tồn tại của tập hút

toàn cục cực tiểu M. Bây giờ ta chứng minh M = E. Rõ ràng E ⊂ M.
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Ta còn phải chứng minh M ⊂ E. Vì M = ∪
U∈H

ω(U), nên chỉ cần chỉ ra

nếu V ∈ ω(U) thì S(t)V = V, ω(U) ∈ E. Từ định nghĩa của ω(U) thì

tồn tại một dãy tn sao cho lim
n→∞

tn = ∞ và S(tn)U = U(tn) → V trong

H khi n→∞. Do hàm Lyapunov bị chặn dưới nên

Φ(V ) = lim inf
t→∞

Φ(S(t)U) = Φ(U(t))

với t > 0. Tức Φ là hằng trên ω(U). Mặt khác nếu V ∈ ω(U) thì

S(t)V ∈ ω(U). Vậy Φ(S(t)V ) là không phụ thuộc vào t. Do vậy∥∥∥∥d(S(t)V )

dt

∥∥∥∥
H

= 0. Từ đó S(t)V là không phụ thuộc vào t. Suy ra V ∈ E,

hay M ⊂ E. Do đó M = E.

Ví dụ 3.2.3. Ta sẽ chứng minh sự tồn tại tập hút toàn cục của bài toán

biên với giá trị ban đầu sau
∂2u

∂t2
+ β

∂u

∂t
= P 1

4 ,
3
4
u− |u|u với (x, y, z) ∈ Ω ⊂ R3, t > 0,

u(x, y, z, t) = 0 với (x, y, z) ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, y, z, 0) = u0(x, y, z),
∂u

∂t
(x, y, z, 0) = u1(x, y, z) với (x, y, z) ∈ Ω,

trong đó β là hằng số dương, Ω là miền bị chặn với biên trơn trong R3,

Ω∩{x = 0} 6= ∅,Ω∩{y = 0} 6= ∅, u0(x, y, z) ∈ S2
(1/4,3/4),0(Ω), u1(x, y, z) ∈

L2(Ω) và

P 1
4 ,

3
4
u =

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
√
|x|
√
|y|3∂

2u

∂z2
.

Bây giờ chúng ta sẽ đi kiểm tra các điều kiện (3.2)–(3.5) đối với hàm

f(x, y, z, u) = −u|u| trong điều kiện (3.2) là ρ = 1, C = 1, g(X) = 1 và

N 1
4 ,

3
4

= 4, 2
N 1

4 ,
3
4
−2 = 1.

Thật vậy, ta có

f(u)− f(v) = −u|u|+ v|v| = −(|u|u− |u|v)− (|u|v − |v|v)

= −|u|(u− v)− v(|u| − |v|).
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Mà

|u| = |(u− v) + v| ≤ |u− v|+ |v|, suy ra |u| − |v| ≤ |u− v|.

Tương tự

|v| ≤ |v − u|+ |u|, suy ra |v| − |u| ≤ |v − u|.

Do đó ||u| − |v|| ≤ |u− v|.

Vậy

|f(u)− f(v)| = ||u|(u− v) + v(|u| − |v|)|

≤ |u||u− v|+ |v|(|u| − |v|) ≤ |u||u− v|+ |v|(|u− v|)

= |u− v|(|u|+ |v|) ≤ |u− v|(|u|+ |v|+ 1), với ρ = 1.

Vậy hàm f(x, y, z, u) = −u|u| thỏa mãn điều kiện (3.2).

Vì f(x, y, z, 0) = 0 ∈ L2(Ω), nên hàm f(x, y, z, u) = −u|u| thỏa mãn

điều kiện (3.3).

Vì F (x, y, z, u) = −|u|
3

3
≤ C∗u2, với 0 < C∗ < 1

2C2(2∗1
4 ,

1
4
,Ω) ,

nên hàm f(x, y, z, u) = −u|u| thỏa mãn điều kiện (3.4) trong đó

g1(x, y, z) = 0, g2(x, y, z) = C∗.

Vì f(x, y, z, u)u = −|u|3 ≤ C∗u2, nên hàm f(x, y, z, u) = −u|u| thỏa
mãn điều kiện (3.5) với g3(x, y, z) = 0, g4(x, y, z) = C∗.

Vậy hàm f(x, y, z, u) thỏa mãn các điều kiện (3.2)–(3.5). Áp dụng

Định lí 3.2.2, ta có Ví dụ 3.2.3 tồn tại một tập hút toàn cục liên thông

compact trong S2
(1/4,3/4),0(Ω) × L2(Ω) đối với nửa nhóm S(t) sinh bởi

Ví dụ 3.2.3.
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3.3 Đánh giá số chiều fractal của tập hút toàn cục

Trong mục này chúng tôi chứng minh số chiều fractal của tập hút

toàn cục A sinh bởi Bài toán (3.1) là hữu hạn. Phương pháp mà chúng

tôi sử dụng ở đây là phương pháp `− quỹ đạo.

Đặt

H` :=
{
u ∈ L2(0, `;S2

(k1,k2),0(Ω)), ut ∈ L2(0, `;L2(Ω))
}
,

A` :=

{
u ∈ H`;u là nghiệm của (3.1) trên [0, `], và

(
u(0)

ut(0)

)
∈ A

}
,

trong đó ` là một hằng số cố định dương. Chuẩn trên H` được định nghĩa

như sau

‖u‖2
H`

:= ‖u‖2
L2(0,`;S2

(k1,k2),0
(Ω)) + ‖ut‖2

L2(0,`;L2(Ω)) ,

khi đó H` là không gian Hilbert và phiếm hàm thời gian

E(u(., s)) :=

∥∥∥∥∥
(

u(., s)

ut(., s)

)∥∥∥∥∥
2

H

= ‖∇k1,k2u(., s)‖2
L2(Ω) + ‖ut(., s)‖2

L2(Ω) .

Khi đó rõ ràng

‖u‖2
H`

=

`∫
0

E(u(s))ds.

Định nghĩa

e : A` → H với e(u) :=

(
u(`)

ut(`)

)
,

Lt : A` → H` với (Lt(u))(s) := u1(t+ s), s ∈ [0, `],

trong đó u1 là nghiệm duy nhất của Bài toán (3.1) trên [0, ` + t] thỏa

mãn u1|[0,`] = u.
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Bổ đề 3.3.1. Các khẳng định sau là đúng

a) Lt là liên tục Lipschitz trên A` với mỗi t ≥ 0.

b) Lt(A`) = A` với mọi t ≥ 0,

c) e(A`) = A,

d) e là liên tục Lipschitz trên A` .

Chứng minh. Giả sử U0 =

(
u0

u1

)
∈ A, V0 =

(
v0

v1

)
∈ A và

U(t) =

(
u(t)

ut(t)

)
= S(t)U0, V (t) =

(
v(t)

vt(t)

)
= S(t)V0.

Đặt w(t) = u(t)− v(t). Khi đó w(t) là nghiệm của bài toán:
wtt + βwt = Pk1,k2w + f(X, u)− f(X, v) trong Ω× (0,∞),

w(X, t) = 0 với X ∈ ∂Ω, t > 0,

w(X, 0) = u0 − v0, wt(X, 0) = u1 − v1.

Nhân phương trình đầu với wt và tích phân trên Ω, ta có

1

2

d

dt

(
‖w‖2

S2
(k1,k2),0

(Ω) + ‖wt‖2
L2(Ω)

)
+ β ‖wt‖2

L2(Ω)

=

∫
Ω

(
f(X, u)− f(X, v)

)(
ut − vt

)
dX, ∀t ≥ 0. (3.13)

Từ Bổ đề 3.1.2 và áp dụng bất đẳng thức Hölder ta có tồn tại C1(A) > 0,

thỏa mãn ∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(
f(X, u)− f(X, v)

)(
ut − vt

)
dX

∣∣∣∣∣∣
≤
(∫

Ω

|f(X, u)− f(X, v)|2 dX
) 1

2
(∫

Ω

|ut − vt|2 dX
) 1

2

≤ C1(A) ‖u− v‖S2
(k1,k2),0

(Ω) ‖ut − vt‖L2(Ω) .
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Suy ra

1

2

d

dt

(
‖w‖2

S2
(k1,k2),0

(Ω) + ‖wt‖2
L2(Ω)

)
+ β ‖wt‖2

L2(Ω)

≤ C1(A) ‖u− v‖S2
(k1,k2),0

(Ω) ‖ut − vt‖L2(Ω) .

Do β > 0 nên ta có

d

dt

(
‖w‖2

S2
(k1,k2),0

(Ω) + ‖wt‖2
L2(Ω)

)
≤ 2C1(A) ‖u− v‖S2

(k1,k2),0
(Ω) ‖ut − vt‖L2(Ω)

≤ C1(A)
(
‖w‖2

S2
(k1,k2),0

(Ω) + ‖wt‖2
L2(Ω)

)
.

Áp dụng bất đẳng thức Gronwall, ta có

‖w‖2
S2
(k1,k2),0

(Ω) + ‖wt‖2
L2(Ω) ≤ eC1(A)t

(
‖w(0)‖2

S2
(k1,k2),0

(Ω) + ‖wt(0)‖2
L2(Ω)

)
hay

‖S(t)(U0 − V0)‖2
H ≤ eC1(A)t ‖U0 − V0‖2

H . (3.14)

a) Giả sử u1, u2 ∈ A`. Khi đó theo định nghĩa của A` tồn tại v1, v2 là

nghiệm của Bài toán 3.1 thỏa mãn

u1 = v1|[0,`], Ltu1(s) = v1(s+ t), u2 = v2|[0,`], Ltu2(s) = v2(s+ t), s ∈ [0, `].

Đặt w := v1 − v2, chúng ta lấy s ∈ (0, `) và sử dụng (3.14), ta có

E(w(t+ s)) = E

(
S(t)

(
v1(s)

v1t(s)

)
− S(t)

(
v2(s)

v2t(s)

))
≤ CE(w(s)).

Tích phân trên (0, `) cùng với biến s, ta có

`∫
0

E(w(t+ s))ds ≤ C

`∫
0

E(w(s))ds,

từ đó suy ra

‖Ltu1 − Ltu2‖2
H`
≤ C ‖u1 − u2‖2

H`
.
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Do đó Lt là liên tục Lipschitz trên A`.

b) Với mỗi u ∈ Lt(A`) tồn tại u1 ∈ A` thỏa mãn u(s) = (Ltu1)(s) =

u2(t + s), u2 là nghiệm của Bài toán (3.1) trên [0, ` + t] thỏa mãn

u2|[0,`] = u1. Mặt khác do u1 ∈ A` nên ta có

(
u1(0)

u1t(0)

)
∈ A, do tính

chất của tập hút toàn cục nên

(
u2(ξ)

u2t(ξ)

)
∈ A với mỗi ξ ∈ [0, `+ t]. Nên

ta có u ∈ A`, do đó Lt(A`) ⊂ A`.

Ngược lại, với mỗi u ∈ A`. Từ Định nghĩa của A` và tính chất của tập

hút toàn cục, ta có

(
u(s)

ut(s)

)
∈ A với mỗi s ∈ [0, `]. Do S(t)(A) = A,

nên tồn tại

(
u1(s)

u1t(s)

)
∈ A sao cho

S(t)

(
u1(s)

u1t(s)

)
=

(
u(s)

ut(s)

)

hay (
u1(t+ s)

u1t(t+ s)

)
=

(
u(s)

ut(s)

)
.

Và u1 là nghiệm của (3.1) trên [t, `+ t], suy ra tồn tại u2 là nghiệm của

Bài toán (3.1) trên [0, `+ t] sao cho u2|[t,t+`] = u1. Theo định nghĩa của

Lt ta có (Lt(u2))(s) = u1(t + s) = u(s). Do vậy A` ⊂ Lt(A`). Nên ta có

A` = Lt(A`).

c) Với mỗi U ∈ e(A`), tồn tại u ∈ A` sao cho U = e(u) =

(
u(`)

ut(`)

)
.

Từ định nghĩa của A` và tính chất của tập hút toàn cục ta có,(
u(`)

ut(`)

)
∈ A. Suy ra e(A`) ⊂ A.
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Ngược lại, với mỗi U ∈ A. Do S(`)(A) = A, nên tồn tại

(
u0

u1

)
∈ A

thỏa mãn S(`)

(
u0

u1

)
= U. Với mỗi t ∈ [0, `], đặt

S(t)

(
u0

u1

)
=

(
u(t)

v(t)

)
.

Khi đó ta có u(t) ∈ A`, và e(u(t)) =

(
u(`)

ut(`)

)
= U. Suy ra A ⊂ e(A`).

Do đó ta có A = e(A`).

d) Giả sử u1, u2 ∈ A`. Khi đó ta có e(u`) =

(
u1(`)

u1t(`)

)
, e(u2) =(

u2(`)

u2t(`)

)
. Với s ∈ [0, `], ta đặt w(s) := u1(s)− u2(s). Sử dụng (3.14),

ta có

E(w(`)) = E

(
S(`− s)

(
u1(s)− u2(s)

u1t(s)− u2t(s)

))
≤ CE(w(s)).

Tích phân trên (0, `) với biến s, ta có

`∫
0

E(w(`))ds ≤ C

`∫
0

E(w(s))ds

hay

‖e(u1)− e(u2)‖2
H ≤ C1 ‖u1 − u2‖2

H`
.

Do đó ta có điều phải chứng minh

Từ c) và d) của Bổ đề 3.3.1, ta có

dimH
frA ≤ dimH`

frA`.
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Bổ đề 3.3.2. Giả sử r ∈ [2, 2∗k1,k2) và µ > 0. Khi đó tồn tại Kµ > 0 và

một phép chiếu trực chuẩn hữu hạn chiều P trong không gian H` thỏa

mãn với mỗi w ∈ H`, ta có

`∫
0

‖w(s)‖2
Lr(Ω) ds ≤ µ ‖w‖2

H`
+Kµ ‖P (w)‖2

H`
. (3.15)

Chứng minh. Do r ∈ [2, 2∗k1,k2) nên ta có

S2
(k1,k2),0(Ω) ↪→↪→ Lr(Ω) ↪→ L2(Ω),

áp dụng Bổ đề Aubin-Lions, ta có

H` ↪→↪→ L2(0, `;Lr(Ω)).

Để chứng minh bổ đề trên chúng ta sử dụng phương pháp phản

chứng, ta giả sử (3.15) là sai. Khi đó tồn tại µ0 > 0 và một dãy phép

chiếu trực chuẩn Pn trong không gian H` thỏa mãn Pn → I hội tụ mạnh

trong H` và

`∫
0

‖wn(s)‖2
Lr(Ω) ds > µ0 + n ‖Pn(wn)‖2

H`
, n = 1, 2, . . . . (3.16)

với dãy {wn}∞n=1 ⊂ H` cùng với tính chất ‖wn‖H`
= 1.

Từ (3.16) ta có ‖Pn(wn)‖H`
→ 0 khi n → +∞. Từ ‖wn‖H`

= 1, nên

tồn tại một dãy con của dãy {wn} hội tụ yếu đến w trong H`, do vậy

không mất tính tổng quát, ta giả sử wn ⇀ w trong H` với w ∈ H`. Do

đó

Pn(wn) ⇀ 0, và Pn(w − wn) ⇀ 0 trong H`,

suy ra

Pnw = Pn(w − wn) + Pn(wn) ⇀ 0 trong H`,
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nên w = 0. Do vậy
∫̀
0

‖wn(s)‖2
Lr(Ω) ds → 0 khi n → +∞, mâu thuẫn với

(3.16). Do đó ta có điều phải chứng minh.

Bổ đề 3.3.3. Giả sử 0 < ρ <
2

Nk1,k2 − 2
. Khi đó với ` đủ lớn, L` có tính

chất GSP trên A`.

Chứng minh. Giả sử u1, u2 ∈ A`. Khi đó tồn tại nghiệm v1, v2 của (3.1)

thỏa mãn

u1 = v1|[0,`], L`u1 = v1|[`,2`], u2 = v2|[0,`], L`u2 = v2|[`,2`].

Đặt w := v1 − v2, ta có

wtt + βwt = Pk1,k2w + f(X, v1)− f(X, v2). (3.17)

Nhân phương trình (3.17) với wt và tích phân trên Ω, ta có∫
Ω

(
wtt + βwt

)
wtdX =

∫
Ω

(
Pk1,k2w + f(X, v1)− f(X, v2)

)
wtdX

⇒ 1

2

d

dt
E(w)dX + β

∫
Ω

|wt|2dX =

∫
Ω

(
f(X, v1)− f(X, v2)

)
wtdX,

từ giả thiết (3.2) ta có

1

2

d

dt
E(w) + β ‖wt‖2

L2(Ω) ≤ C

∫
Ω

(
g(X) + |v1|ρ + |v2|ρ

)
|w||wt|dX.

Áp dụng bất đẳng thức Hölder, ta có∫
Ω

(
g(X) + |v1|ρ + |v2|ρ

)
|w||wt|dX

≤ C
(
‖g‖Lr1(Ω) + ‖v1‖ρLr1ρ(Ω) + ‖v2‖ρLr1ρ(Ω)

)
‖w‖Lr2(Ω) ‖wt‖L2(Ω) ,
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trong đó r1 =
2Nk1,k2

(Nk1,k2 − 2)ρ
và

1

r1
+

1

r2
=

1

2
.

Từ ρ <
2

Nk1,k2 − 2
suy ra r2 < 2∗k1,k2, nên ta có

1

2

d

dt
E(w) + β ‖wt‖2

L2(Ω) ≤ C ‖w‖Lr2(Ω) ‖wt‖L2(Ω) .

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy, ta có

1

2

d

dt
E(w) + β ‖wt‖2

L2(Ω) ≤ C1 ‖w‖2
Lr2(Ω) +

β

2
‖wt‖2

L2(Ω) .

Suy ra

d

dt
E(w) + β ‖wt‖2

L2(Ω) ≤ 2C1 ‖w‖2
Lr2(Ω) . (3.18)

Ta cố định τ ∈ (0, `) và tích phân (3.18) trên đoạn (τ, 2`), ta có

E(w(2`)) + β

2`∫
τ

‖wt‖2
L2(Ω) dt ≤ C2

2`∫
τ

‖w‖2
Lr2(Ω) dt+ E(w(τ)). (3.19)

Tiếp theo ta nhân phương trình (3.17) với w và tích phân trên Ω, ta có∫
Ω

(
wttw + βwt

)
wdX =

∫
Ω

wPk1,k2wdX +

∫
Ω

(
f(X, v1)− f(X, v2)

)
wdX

≤
∫
Ω

wPk1,k2wdX + C

∫
Ω

(
g(X) + |v1|ρ + |v2|ρ

)
|w|2dX.

Mặt khác do ∫
Ω

wttwdX =
d

dt

∫
Ω

wtwdX − ‖wt‖2
L2(Ω) ,∫

Ω

wPk1,k2wdX = −‖∇k1,k2w‖
2
L2(Ω) ,

76



áp dụng bất đẳng thức Cauchy và bất đẳng thức Hölder, ta có∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

wtwdX

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖wt‖L2(Ω) ‖w‖L2(Ω) ≤
1

2

(
‖w‖2

L2(Ω) + ‖wt‖2
L2(Ω)

)
,

∫
Ω

(
g(X) + |v1|ρ + |v2|ρ

)
|w|2dX

≤ C
(
‖g‖Lr1(Ω) + ‖v1‖ρLr1ρ(Ω) + ‖v2‖ρLr1ρ(Ω)

)
‖w‖2

L2r3(Ω) ≤ C3 ‖w‖2
L2r3(Ω) ,

trong đó
1

r1
+

1

r3
= 1.

Do vậy

‖∇k1,k2w‖
2
L2(Ω) ≤

(
1 +

β

2

)
‖wt‖2

L2(Ω) −
d

dt

∫
Ω

wtwdX (3.20)

+ C4 ‖w‖2
Lr4(Ω) , ở đây r4 := max{2, 2r3}.

Tích phân (3.20) trên (τ, 2`) ta có

2`∫
τ

‖∇k1,k2w‖
2
L2(Ω) dt ≤

(
1 +

β

2

) 2`∫
τ

‖wt‖2
L2(Ω) dt−

2`∫
τ

 d

dt

∫
Ω

wtwdX

 dt

+ C4

2`∫
τ

‖w‖2
Lr4(Ω) dt.

Do∣∣∣∣∣∣
2`∫
τ

 d

dt

∫
Ω

wtwdX

 dt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

wt(2`)w(2`)dX −
∫
Ω

wt(τ)w(τ)dX

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

wt(2`)w(2`)dX

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

wt(τ)w(τ)dX

∣∣∣∣∣∣
≤ C5

(
E(w(2`)) + E(w(τ))

)
,
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nên ta có

2`∫
τ

‖∇k1,k2w‖
2
L2(Ω) dt ≤

(
1 +

β

2

) 2`∫
τ

‖wt‖2
L2(Ω) dt

+C4

2`∫
τ

‖w‖2
Lr4(Ω) dt+ C5 (E(w(2`)) + E(w(τ))) . (3.21)

Nhân hai vế của (3.21) với ε ∈ (0, 1), sau đó cộng với (3.19), ta có

ε

2`∫
τ

‖∇k1,k2w‖
2
L2(Ω) dt+

(
β − ε

(
1 +

β

2

)) 2`∫
τ

‖wt‖2
L2(Ω) dt

+
(

1− C5ε
)
E(w(2`)) ≤ C6

2`∫
τ

‖w‖2
Lr(Ω) dt+ (1 + C5ε)E(w(τ)),

trong đó r := max {r2; r4}. Ta chọn ε = min
{

1
2C5
, β

2+β

}
khi đó ta có

(
1− C5ε

)
E(w(2`)) +

(
β − ε

(
1 +

β

2

)) 2`∫
τ

‖wt‖2
L2(Ω) dt

+ ε

2`∫
τ

‖∇k1,k2w‖
2
L2(Ω) dt ≥ η

 2`∫
τ

‖∇k1,k2w‖
2
L2(Ω) dt+

2`∫
τ

‖wt‖2
L2(Ω) dt


= η

2`∫
τ

E(w)dt ≥ η

2`∫
`

E(w)dt,

C6

2`∫
τ

‖w‖2
Lr(Ω) dt+ (1 + C5ε)E(w(τ)) ≤ C6

2`∫
0

‖w‖2
Lr(Ω) dt+ 2E(w(τ)),

trong đó η := min
{
ε, β − ε(1 + β

2 )
}
. Do vậy

η

2`∫
`

E(w)dt ≤ C6

2`∫
0

‖w‖2
Lr(Ω) dt+ 2E(w(τ)).

78



Tích phân trên (0, `) của bất đẳng thức trên ta có

η`

2`∫
`

E(w)dt ≤ C6`

2`∫
0

‖w‖2
Lr(Ω) dt+ 2

`∫
0

E(w(τ))dτ,

suy ra
2`∫
`

E(w)dt ≤ C6

η

2`∫
0

‖w‖2
Lr(Ω) dt+

2

η`

`∫
0

E(w(τ))dτ.

Do đó

‖Lu1 − Lu2‖2
H`
≤ C6

η

2`∫
0

‖w‖2
Lr(Ω) dt+

2

η`
‖u1 − u2‖2

H`
, (3.22)

trong đó L := L`. Mặt khác ta có
2`∫

0

‖w‖2
Lr(Ω) dt =

`∫
0

‖w‖2
Lr(Ω) dt+

2`∫
`

‖w‖2
Lr(Ω) dt

=

`∫
0

‖u1 − u2‖2
Lr(Ω) dt+

`∫
0

‖Lu1 − Lu2‖2
Lr(Ω) dt.

Ta chọn ` = 128
η từ Bổ đề 3.3.2 và (3.22), ta có

‖Lu1 − Lu2‖2
H`
≤ C6

η

 `∫
0

‖u1 − u2‖2
Lr(Ω) dt+

`∫
0

‖Lu1 − Lu2‖2
Lr(Ω) dt


+

1

64
‖u1 − u2‖2

H`
≤ C6

η
(µ ‖u1 − u2‖2

H`
+Kµ ‖P (u1 − u2)‖2

H`

+µ ‖Lu1 − Lu2‖2
H`

+Kµ ‖P (Lu1 − Lu2)‖2
H`

) +
1

64
‖u1 − u2‖2

H`
,

do đó

1

2
‖Lu1 − Lu2‖2

H`
+

(
1

2
− C6µ

η

)
‖Lu1 − Lu2‖2

H`

≤ C6Kµ

η

(
‖P (u1 − u2)‖2

H`
+ ‖P (Lu1 − Lu2)‖2

H`

)
+

(
1

64
+
C6µ

η

)
‖u1 − u2‖2

H`
.
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Chọn µ = η
192C6

, ta có

1

2
‖Lu1 − Lu2‖2

H`
+

95

192
‖Lu1 − Lu2‖2

H`

≤ K0

(
‖P (u1 − u2)‖2

H`
+ ‖P (Lu1 − Lu2)‖2

H`

)
+

1

48
‖u1 − u2‖2

H`
,

ở đây K0 =
C6Kµ

η . Suy ra, hoặc

‖Lu1 − Lu2‖2
H`
≤ 192K0

95

(
‖P (u1 − u2)‖2

H`
+ ‖P (Lu1 − Lu2)‖2

H`

)
,

hoặc

‖Lu1 − Lu2‖2
H`
<

1

24
‖u1 − u2‖2

H`
,

do đó bổ đề được chứng minh.

Kết hợp các Bổ đề 3.3.1, Bổ đề 1.2.14 và Bổ đề 3.3.3, ta có

Định lí 3.3.4. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (3.2)–(3.5) với

0 < ρ <
2

Nk1,k2 − 2
. Khi đó số chiều fractal của tập hút toàn cục A là

hữu hạn.

Lưu ý 3.3.5. Nếu ρ = 0, g(X) ∈ LNk1,k2+ε(Ω), với ε là số dương đủ nhỏ

khi đó Định lí 3.3.4 vẫn đúng.

KẾT LUẬN CHƯƠNG 3

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu một lớp bài toán hyperbolic

tắt dần chứa toán tử elliptic suy biến mạnh trên miền bị chặn Ω trong

không gian RN , với số hạng phi tuyến tăng trưởng kiểu đa thức. Các kết

quả đạt được bao gồm:

1) Chứng minh được sự tồn tại duy nhất của nghiệm tích phân của

bài toán (Định lí 3.1.5 ).

2) Chứng minh được sự tồn tại tập hút toàn cục liên thông compact

của bài toán (Định lí 3.2.1).

80



3) Chứng minh được số chiều fractal của tập hút toàn cục của bài

toán là hữu hạn (Định lí 3.3.4).

Các kết quả của Chương 3 là sự mở rộng cho các kết quả đã đạt

được đối với phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán tử elliptic

trong [10,11,13,46] cho toán tử elliptic suy biến mạnh và hàm phi tuyến.

Phương pháp chúng tôi sử dụng ở đây là phương pháp phương trình năng

lượng và phương pháp `−quỹ đạo.
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Chương 4

TẬP HÚT TOÀN CỤC ĐỐI VỚI PHƯƠNG TRÌNH

HYPERBOLIC TẮT DẦN CHỨA TOÁN TỬ GRUSHIN

TRÊN TOÀN KHÔNG GIAN

Trong Chương 3, chúng tôi đã nghiên cứu bài toán hyperbolic tắt dần

chứa toán tử elliptic suy biến mạnh trên miền bị chặn Ω trong không gian

RN . Khi đó nửa nhóm S(t), t > 0, sinh bởi bài toán là một nửa nhóm

(phi tuyến) compact, tức là, S(t) là toán tử compact với mỗi t > 0 (điều

này suy ra từ tính compact của phép nhúng S2
(k1,k2),0(Ω) ↪→ L2(Ω)).

Trong chương này, chúng tôi tiếp tục nghiên cứu bài toán trên toàn

không gian RN , N ≥ 2. Khi đó các phép nhúng cần thiết không còn

compact, do đó S(t) không còn là nửa nhóm compact nữa và điều đó

gây ra những khó khăn lớn khi nghiên cứu sự tồn tại tập hút toàn cục.

Để khắc phục điều đó chúng tôi đã đưa ra khoảng cách suy biến tương

ứng và sử dụng phương pháp ước lượng đuôi nghiệm để chứng minh sự

tồn tại tập hút toàn cục của nửa nhóm sinh bởi bài toán trong không

gian S2
k(RN)× L2(RN). Chương này gồm hai phần:

- Phần thứ nhất: Trình bày sự tồn tại và duy nhất của nghiệm tích

phân.

- Phần thứ hai: Trình bày sự tồn tại của tập hút toàn cục trong

không gian S2
k(RN)× L2(RN).

Nội dung của chương này dựa trên các bài báo [4] trong Danh mục

công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án.
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4.1 Sự tồn tại duy nhất của nghiệm tích phân

4.1.1 Đặt bài toán

Trong chương này tác giả nghiên cứu bài toán sau:
utt + βut + u = Gku+ f(X, u), t > 0,

X = (x, y) ∈ RN1 × RN2 := RN ,

u(X, 0) = u0(X), ut(X, 0) = u1(X),

(4.1)

trong đó β là hằng số dương, u0(X) ∈ S2
k(RN), u1(X) ∈ L2(RN) và

ut =
∂u

∂t
, utt =

∂2u

∂t2
, |x|2k =

(
N1∑
i=1

x2
i

)k

, Gku = ∆xu+ |x|2k∆yu, k ∈ R+.

Chúng ta giả sử f(X, ξ) : RN × R −→ R là hàm liên tục thỏa mãn

|f(X, ξ1)− f(X, ξ2)| ≤ C1|ξ1 − ξ2| (g(X) + |ξ1|ρ + |ξ2|ρ) (4.2)

với 0 ≤ ρ ≤ 2

Nk − 2
, Nk = N1 + (1 + k)N2 > 2, 2∗k =

2Nk

Nk − 2
,

f(X, 0) = h(X) ∈ L2(RN), (4.3)

F (X, ξ) ≥ C2f(X, ξ)ξ + g1(X), với mọi X ∈ RN , ξ ∈ R, (4.4)∫
RN

F (X, u(X))dX ≤ 0, với mọi u(X) ∈ S2
k(RN), (4.5)

ở đây ρ, C1, C2 là các hằng số dương, và g(X) ∈ LNk(RN) ∩ L
Nk
2 (RN),

g1(X) ∈ L1(RN), F (X, ξ) =
ξ∫

0

f(X, τ)dτ.

Đặt

U =

(
u

ut

)
:=

(
u

v

)
,A =

(
0 Id

Gk − Id 0

)
,

f ∗(U)(X) =

(
0

−βv(X) + f(X, u(X))

)
, U0 =

(
u0

u1

)
,
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Khi đó Bài toán (4.1) trở thành bài toán
dU

dt
= AU + f ∗(U), t > 0,

U(0) = U0.
(4.6)

Đặt H = S2
k(RN)×L2(RN). Khi đó H là không gian Hilbert với tích vô

hướng

(U,U)H =
(( u

v

)
,

(
u

v

))
= (u, u)S2

k(RN ) + (v, v)L2(RN ).

Miền xác định của toán tử A là D(A) xác định bởi

D(A) =

{(
u

v

)
, u, v ∈ S2

k(RN);Gku− u ∈ L2(RN))

}
.

4.1.2 Sự tồn tại và duy nhất của nghiệm tích phân

Từ định nghĩa của toán tử A và không gian H, ta có

Bổ đề 4.1.1. Toán tử liên hợp của toán tử A là toán tử A∗ xác định như

sau

A∗ = −

(
0 Id

Gk − Id 0

)
,

với

D(A∗) =

{(
χ

ψ

)
: χ, ψ ∈ S2

k(RN);Gkχ− χ ∈ L2(RN)

}
.

Do f(X, ξ) thỏa mãn các điều kiện (4.2), (4.3) nên ta có bổ đề sau

Bổ đề 4.1.2. Giả sử f(X, ξ) thỏa mãn các điều kiện (4.2), (4.3). Khi

đó
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a) Ánh xạ Nemytskii

f̂ : S2
k(RN) −→ L2(RN)

u 7−→ f̂(u)(X) := f(X, u(X))

là Lipschitz trên mọi tập bị chặn của S2
k(RN).

b) Ánh xạ

f ∗ : H −→ H

U 7−→ f ∗(U) :=

(
0

−βv + f(X, u)

)

là Lipschitz trên mọi tập bị chặn của H.

Từ Bổ đề 4.1.1 theo Định lí Stone ta có A sinh ra một C0− nửa nhóm

eAt trên H.

Định nghĩa 4.1.3 ( [59]). Giả sử T > 0, T ∈ R. Một ánh xạ liên tục

U : [0, T )→ H được gọi là nghiệm tích phân của Bài toán (4.6) nếu nó

là nghiệm của phương trình tích phân

U(t) = eAtU0 +

t∫
0

eA(t−s)f ∗(U(s))ds, t ∈ [0, T ).

Nếu U khả vi hầu khắp nơi trên [0, T ) cùng với Ut và AU thuộc không

gian L1
loc(0, T ;H) và thỏa mãn phương trình vi phân

dU

dt
= AU + f ∗(U) hầu khắp nơi trên (0, T ), U(0) = U0, U(t) ∈ D(A)

khi đó U được gọi là nghiệm mạnh của Bài toán (4.6).

Sử dụng Bổ đề 4.1.2 và chứng minh tương tự như Định lí 46.1 (p.235),

Định lí 46.2 (p. 236) trong [59] ta có mệnh đề sau:
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Mệnh đề 4.1.4. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (4.2)–(4.5).

Khi đó với mỗi R > 0 tồn tại T = T (R) > 0 đủ nhỏ sao cho với

U0 ∈ H, ‖U0‖H ≤ R, Bài toán (4.1) tồn tại duy nhất một nghiệm tích

phân U ∈ C([0, T );H).

Hơn nữa, nếu U0 ∈ D(A) thì U là nghiệm mạnh của Bài toán (4.1).

Từ (4.2), (4.3) ta có

|F (X, ξ)| ≤ C
(
g(X)|ξ|2 + |ξ|2+ρ + |f(X, 0)||ξ|

)
.

Suy ra∫
RN
|F (X, u)|dX ≤ C

∫
RN

(
g(X)|u|2 + |u|2+ρ + |h(X)||u|

)
dX

≤ C
(
‖g‖

L
Nk
2 (RN )

‖u‖2

L2∗
k (RN )

+ ‖u‖2+ρ
L2+ρ(RN ) + ‖h‖L2(RN ) ‖u‖L2(RN )

)
< +∞,

với mọi u ∈ S2
1(RN).

Định lí 4.1.5. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (4.2)–(4.5) và

U0 ∈ H. Khi đó Bài toán (4.6) có nghiệm duy nhất toàn cục

U ∈ C([0,∞);H). Hơn nữa, với mỗi t cố định ánh xạ U0 → S(t)U0 :=

U(t) là liên tục trên H.

Chứng minh. Sử dụng Mệnh đề 4.1.4 và lí luận như trong Định lí 3.1.5

ta có điều phải chứng minh.

4.2 Sự tồn tại tập hút toàn cục trong S2
k(RN)× L2(RN)

Từ Định lí 4.1.5, chúng ta định nghĩa nửa nhóm liên tục

S(t) : H→ H như sau

S(t)U0 := U(t),

trong đó U(t) là nghiệm duy nhất của Bài toán (4.6), với điều kiện ban

đầu U0.
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Ta chứng minh sự tồn tại tập hấp thụ của S(t) trong không gian H.

Bổ đề 4.2.1. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (4.2)–(4.5). Khi

đó nửa nhóm S(t) sinh bởi Bài toán (4.1) có một tập hấp thụ bị chặn

trong H, nghĩa là, tồn tại một hằng số dương M sao cho với mọi tập bị

chặn B trong H tồn tại số T = T (B) sao cho với mọi t ≥ T, U0 ∈ B, ta

có

‖u‖2
S2
k(RN ) + ‖ut‖2

L2(RN ) ≤M. (4.7)

Chứng minh. Giả sử U(t) là nghiệm của Bài toán (4.6) cùng với điều

kiện ban đầu U0 khi đó u = ut + δu thỏa mãn phương trình:

ut + (β − δ)u+
(
δ2 − βδ + 1

)
u = Gku+ f(X, u). (4.8)

Đặt

A(u, u) = ‖u‖2
L2(RN ) +

(
δ2 − δβ + 1

)
‖u‖2

L2(RN ) + ‖∇ku‖2
L2(RN ) .

Ta δ ∈ (0, 1) đủ nhỏ sao cho

β − 2δ > 0, δ2 − δβ + 1 > 0,

và tồn tại C1 > 0, C2 > 0 thỏa mãn

C1

(
‖u‖2

L2(RN ) + ‖ut‖2
L2(RN ) + ‖∇ku‖2

L2(RN )

)
≤ A(u, u) ≤ C2

(
‖u‖2

L2(RN ) + ‖ut‖2
L2(RN ) + ‖∇ku‖2

L2(RN )

)
. (4.9)

Nhân phương trình (4.8) với u và tích phân trên RN , ta có

1

2

d

dt
(A(u, u)) = −

(
β − δ

)
‖u‖2

L2(RN ) − δ
(
δ2 − δβ + 1

)
‖u‖2

L2(RN )

−δ ‖∇ku‖2
L2(RN ) +

∫
RN

f(X, u)udX =
(

2δ − β
)
‖u‖2

L2(RN ) +

∫
RN

f(X, u)utdX

+δ

∫
RN

f(X, u)udX − δA(u, u).
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Từ (4.4), ta có

1

2

d

dt

A(u, u)− 2

∫
RN

F (X, u)dX

 ≤ −δA(u, u) + δ

∫
RN

f(X, u)udX

≤ −δA(u, u) +
δ

C2

∫
RN

(
F (X, u)− g1(X)

)
dX.

Từ (4.5), ta có

1

2

d

dt

A(u, u)− 2

∫
RN

F (X, u)dX


≤ −µ

A(u, u)− 2

∫
RN

F (X, u)dX

+ C3,

trong đó

µ = min
{
δ,

δ

2C2

}
> 0, C3 = − δ

C2

∫
RN

g1(X)dX.

Áp dụng bất đẳng thức Gronwall, ta có

A(u, u)− 2

∫
RN

F (X, u)dX

≤ e−2µt

A(u0, u0)− 2

∫
RN

F (X, u0)dX −
C3

µ

+
C3

µ
, ∀t ≥ 0.

Khi đó ta có

‖u‖2
S2
k(RN ) + ‖ut‖2

L2(RN ) ≤ Ce−2µtT(u0, u1) +
C5

µ
, (4.10)

ở đây T(u0, u1) = ‖u0‖2
S2
k(RN ) + ‖u1‖2

L2(RN ) + C4, nên

‖u‖2
S2
k(RN ) + ‖ut‖2

L2(RN ) ≤
2|C5|
µ

với mọi t ≥ T1,
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trong đó

T1 :=

{
1

2µ lnCµT(u0,u1)
|C5| nếu CµT(u0,u1)

|C5| > 1,

0 nếu CµT(u0,u1)
|C5| ≤ 1.

Do đó ta có điều phải chứng minh với M =
2|C5|
µ

.

Bổ đề 4.2.2. Giả sử f(X, u) thỏa mãn điều kiện (4.2)–(4.5) và U0 ∈ B.

Khi đó với mỗi ε > 0, tồn tại hằng số dương T (ε) và R(ε) thỏa mãn∫
|X|k≥R

(
|u|2 + |ut|2 + |∇ku|2

)
dX ≤ ε, t ≥ T (ε), R ≥ R(ε), (4.11)

trong đó

|X|k =
[
|x|2(1+k) + (1 + k)2|y|2

] 1
2(1+k)

,

và U(t) là nghiệm của Bài toán (4.6) với điều kiện ban đầu U0.

Chứng minh. Ta sử dụng kỹ thuật hàm cắt để chứng minh các ước lượng

đuôi nghiệm. Giả sử ϑ là một hàm trơn thỏa mãn 0 ≤ ϑ(s) ≤ 1 với s ∈ R+

và

ϑ(s) = 0 khi 0 ≤ s ≤ 1; ϑ(s) = 1 khi s ≥ 2.

Khi đó tồn tại hằng số Cϑ > 0, thỏa mãn |ϑ′(s)| ≤ Cϑ với mọi s ∈ R+.

Ta có

∇kϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
=

1

R2(1+k)
ϑ′

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
∇k|X|2(1+k)

k ,

trong đó

∇k|X|2(1+k)
k

= 2(1 + k)
(
x1|x|2k, . . . , xN1

|x|2k, (1 + k)|x|ky1, . . . , (1 + k)|x|kyN2

)
,

suy ra

|∇k|X|2(1+k)
k | = 2(1 + k)|x|k|X|1+k

k .
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Nhân hai vế của phương trình (4.8) với ϑ
(
|X|2(1+k)k

R2(1+k)

)
u và tích phân trên

RN , ta có ∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
utudX +

(
β − δ

) ∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
|u|2dX

+
(
δ2 − βδ + 1

) ∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
uudX =

∫
RN

Gkuϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
udX

+

∫
RN

f(X, u)ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
udX. (4.12)

Nhưng

−
∫
RN

Gkuϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
udX =

∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
(∇ku,∇ku)RNdX

+
1

R2(1+k)

∫
RN

ϑ′

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
u(∇k|X|2(1+k)

k ,∇ku)RNdX

=

∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
(∇ku, (δ∇ku+∇kut))RNdX

+
1

R2(1+k)

∫
RN

ϑ′

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
u(∇k|X|2(1+k)

k ,∇ku)RNdX

=
1

2

d

dt

∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
|∇ku|2dX + δ

∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
|∇ku|2dX

+
1

R2(1+k)

∫
RN

ϑ′

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
u(∇k|X|2(1+k)

k ,∇ku)RNdX,

∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
utudX =

1

2

d

dt

∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
|u|2dX,
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và (
δ2 − βδ + 1

) ∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
uudX

=
(
δ2 − βδ + 1

) ∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
u(ut + δu)dX

=
(
δ2 − βδ + 1

)1

2

d

dt

∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
|u|2dX

+δ
(
δ2 − βδ + 1

) ∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
|u|2dX.

Đặt

C(u, u) =
(
δ2 − βδ + 1

)
|u|2 + |∇ku|2 + |u|2.

Khi đó (4.12) trở thành

1

2

d

dt

∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
C(u, u)dX = −δ

∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
C(u, u)dX

−
(
β − 2δ

) ∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
|u|2dX +

∫
RN

f(X, u)ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
udX

− 1

R2(1+k)

∫
RN

ϑ′

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
u(∇k|X|2(1+k)

k ,∇ku)RNdX,

và từ (4.5) ta có∫
RN

f(X, u)ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
udX =

∫
RN

f(X, u)ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
(ut + δu)dX

=

∫
RN

f(X, u)ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
utdX + δ

∫
RN

f(X, u)ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
udX

=
d

dt

∫
RN

F (X, u)ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
dX + δ

∫
RN

f(X, u)ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
udX
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≤ d

dt

∫
RN

F (X, u)ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
dX

+
δ

C2

∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)(
F (X, u)− g1(X)

)
dX.

Do đó ta có

1

2

d

dt

∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)(
C(u, u)− 2F (X, u)

)
dX

≤ −µ
∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)(
C(u, u)− 2F (X, u)

)
dX

−
(
β − 2δ

) ∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
|u|2dX − δ

C2

∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
g1(X)dX

− 1

R2(1+k)

∫
RN

ϑ′

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
u(∇k|X|2(1+k)

k ,∇ku)RNdX

≤ −
∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)[
µ
(
C(u, u)− 2F (X, u)

)
+

δ

C2
g1(X)

]
dX

− 1

R2(1+k)

∫
RN

ϑ′

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
u(∇k|X|2(1+k)

k ,∇ku)RNdX,

trong đó µ = min {δ, δ
2C2
} > 0.

Mặt khác, do g1(X) ∈ L1(RN), tồn tại R1 > 0 thỏa mãn với mọi

R ≥ R1, ta có

− δ

C2

∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
g1(X)dX = − δ

C2

∫
|X|k≥R

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
g1(X)dX

≤ C

∫
|X|k≥R

|g1(X)|dX ≤ ε

4
.
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Áp dụng bất đẳng thức Hölder, ta có

− 1

R2(1+k)

∫
RN

ϑ′

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
u(∇k|X|2(1+k)

k ,∇ku)RNdX =

= − 1

R2(1+k)

∫
|X|k≤2R

ϑ′

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)
u(∇k|X|2(1+k)

k ,∇ku)RNdX

≤ C

R2(1+k)

 ∫
|X|k≤2R

|u|2dX


1
2
 ∫
|X|k≤2R

|∇k|X|2(1+k)
k |2|∇ku|2dX


1
2

≤ C

R

 ∫
|X|k≤2R

|u|2dX


1
2
 ∫
|X|k≤2R

|∇ku|2dX


1
2

≤ ε

4
,∀R ≥ R2.

Áp dụng bất đẳng thức Gronwall, ta có∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)(
C(u, u)− 2F (X, u)

)
dX

≤ e−2µt

∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)(
C(u0, u0)− 2F (X, u0)

)
dX

+ ε
(

1− e−2µt
)
, ∀R ≥ R(ε).

Do U0 ∈ B nên tồn tại hằng số M > 0, thỏa mãn∫
RN

ϑ

(
|X|2(1+k)

k

R2(1+k)

)(
C(u0, u0)− 2F (X, u0)

)
dX ≤M.

Kết hợp với (4.9) và định nghĩa của hàm ϑ, ta có điều phải chứng

minh.

Từ Bổ đề 4.2.2, với mỗi U = (u(t), ut(t)) là nghiệm của
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Bài toán (4.6), với điều kiện ban đầu U0 = (u0, u1) ∈ B, ta có

lim
T,R→+∞

1

T

T∫
0

∫
|X|k≥R

(
|u|2 + |ut|2 + |∇ku|2

)
dXds = 0. (4.13)

Bổ đề 4.2.3. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (4.2)–(4.5) và

Un ⇀ U trong H. Khi đó với mỗi t ≥ 0 ta có

S(t)Un ⇀ S(t)U trong H. (4.14)

Chứng minh. Do Un ⇀ U trong H. Nên dãy {Un} là bị chặn trong không

gian H. Khi đó theo Bổ đề 4.2.1 ta có dãy {S(t)Un} bị chặn trong không

gian L∞(0, T ;H) với mọi T > 0. Mà f(X, u) thỏa mãn điều kiện (4.2)

nên {f ∗(S(t)Un)} cũng bị chặn trong không gian L∞(0, T ;H). Mặt khác

S(t)Un là nghiệm của phương trình (4.6) nên
{

d
dtS(t)Un

}
bị chặn trong

không gian L∞(0, T ;H−1). Do đó có một dãy con {nm} thỏa mãn
S(t)Unm ⇀ Θ(t) trong L2(0, T ;H),

f ∗(S(t)Unm) ⇀ χ trong L2(0, T ;H),

d

dt
S(t)Unm ⇀

d

dt
Θ(t) trong L2(0, T ;H−1).

(4.15)

Giả sử Un =

(
un

vn

)
,Θ(t) =

(
θ1(t)

θ2(t)

)
, khi đó S(t)Un =

(
S(t)un

S(t)vn

)
,

nên

f ∗(S(t)Un) =

(
0

−βS(t)vn + f(X,S(t)un)

)
,

S(t)unm ⇀ θ1(t) trong L2(0, T ;S2
k(RN)),

S(t)vnm ⇀ θ2(t) trong L2(0, T ;L2(RN)),
(4.16)
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và χ =

(
0

−βθ2(t) + χ∗

)
.

Chúng ta cần chứng minh χ∗ = f(·, θ1(t)).

Thật vậy, với mọi v ∈ S2
k(RN), t, t+ a ∈ [0, T ] ta có

(S(t+ a)unm − S(t)unm, v)L2(RN ) =

t+a∫
t

((S(τ)unm)′, v)L2(RN )dτ

≤ ‖v‖S2
k(RN )

t+a∫
t

‖(S(τ)unm)′‖L∞(0,T ;S−2k (RN )) dτ ≤ Ca ‖v‖S2
k(RN ) ,

ở đó C là hằng số độc lập với nm. Chọn v = S(t + a)unm − S(t)unm, ta

có

lim
a→0

sup
nm

T−a∫
0

‖S(t+ a)unm − S(t)unm‖
2
L2(RN ) dt = 0, ∀T > 0. (4.17)

Giả sử φ ∈ C1([0,+∞), [0,+∞)) là hàm thỏa mãn

0 ≤ φ(s) ≤ 1, φ(s) = 1, ∀s ∈ [0, 1], φ(s) = 0, ∀s ≥ 2.

Với mỗi nm và κ ≥ 1, ta định nghĩa

ωnm,κ(X, t) = φ
( |X|2
κ2

)
S(t)unm.

Khi đó ta có với mọi κ ≥ 1, dãy {ωnm,κ}nm≥1 bị chặn trong không gian

L2(0, T ;S2
k,0(Ω2κ)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω2κ)) với mọi T > 0. Hơn nữa, ta có

lim
a→0

sup
nm

( a∫
0

‖ωnm,κ(X, t)‖
2
L2(Ω2κ) dt+

T∫
T−a

‖ωnm,κ(X, t)‖
2
L2(Ω2κ) dt

)
= 0,

trong đó Ω2κ = {X ∈ RN : |X| < 2κ}.
Mặt khác từ (4.17), ta có với mọi κ ≥ 1,

lim
a→0

sup
nm

T−a∫
0

‖ωnm,κ(X, t+ a)− ωnm,κ(X, t)‖
2
L2(Ω2κ) dt = 0.
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Hơn nữa, do Ω2κ là tập bị chặn nên không gian S2
k,0(Ω2κ) nhúng

compact vào không gian L2(Ω2κ). Khi đó, do Bổ đề compact trong [63],

ta có {ωnm,κ}nm≥1 là compact tương đối trong L2(0, T ;L2(Ω2κ)).

Mặt khác ωnm,κ(X, t) = S(t)unm với mọi X ∈ Ωκ, ta có với mọi κ ≥ 1

dãy {S(t)unm|Ωκ} là tiền compact trong L2(0, T ;L2(Ωκ)). Nên tồn tại

một dãy con của dãy {S(t)unm} ký hiệu là {S(t)unmnm}nm≥1 thỏa mãn

S(t)unmnm → θ1 trong Ωκ × (0,+∞) khi nm →∞,∀κ ≥ 1.

Khi đó, do f(·, ·) là liên tục nên f(X,S(t)unmnm) → f(X, θ) hầu khắp

nơi trong Ωκ × (0,+∞). Mà dãy {f(X,S(t)unmnm)} là bị chặn trong

L2(Ωκ × (0, T )). Nên ta có

f(X,S(t)unmnm) ⇀ f(X, θ1) trong L2(0, T ;L2(Ωκ)).

Từ tính duy nhất của giới hạn ta có

χ∗ = f(·, θ1(t)) hầu khắp nơi trong Ωκ × (0, T ), ∀T > 0,∀κ ≥ 1,

mà
∞
∪
κ=1

Ωκ = RN , do vậy

χ∗ = f(·, θ1(t)) hầu khắp nơi trong RN × (0,+∞).

Do đó ta có

f ∗(S(t)Unm) ⇀ f ∗(Θ) trong L2(0, T ;H).

Do vậy ta có

eAtUnm +

t∫
0

eA(t−τ)f ∗(S(τ)Unm)dτ ⇀ eAtU +

t∫
0

eA(t−τ)f ∗(Θ)dτ trong H.

Do tính duy nhất của giới hạn nên ta có

Θ(t) = eAtU +

t∫
0

eA(t−τ)f ∗(Θ)dτ,
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do tính duy nhất của nghiệm do vậy Θ = S(t)U . Do mỗi dãy con của dãy

{S(t)Un,
d

dt
S(t)Un} có một dãy con hội tụ trong không gian L2(0, T ;H×

H−1) và giới hạn của mỗi dãy con này đều là (S(t)U,
d

dt
S(t)U). Do

vậy dãy {S(t)Un,
d

dt
S(t)Un} hội tụ yếu đến (S(t)U,

d

dt
S(t)U) trong

L2(0, T ;H × H−1). Do đó với mỗi t ∈ [0, T ] ta có S(t)Un ⇀ S(t)U

trong H−1. Mặt khác do với mỗi t ∈ [0, T ] dãy {S(t)Un} là bị chặn trong

H. Nên ta có S(t)Un ⇀ S(t)U trong H.

Bổ đề 4.2.4. Giả sử f(X, u) thỏa mãn điều kiện (4.2) và Ω là một miền

trơn bị chặn trong RN , un ⇀ u trong S2
k(Ω), vn → v trong L2(Ω). Khi đó∫

Ω

f(X, un)vndX →
∫
Ω

f(X, u)vdX khi n→∞,

và ∫
Ω

F (X, un)dX →
∫
Ω

F (X, u)dX khi n→∞.

Chứng minh. Ta có∣∣∣ ∫
Ω

f(X, un)vndX −
∫
Ω

f(X, u)vdX
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫

Ω

(
f(X, un)vn − f(X, un)v + f(X, un)v − f(X, u)v

)
dX
∣∣∣

≤
∫
Ω

∣∣∣f(X, un)vn − f(X, un)v
∣∣∣dX +

∫
Ω

∣∣∣f(X, un)v − f(X, u)v
∣∣∣dX

=

∫
Ω

∣∣∣f(X, un)
∣∣∣∣∣∣vn − v∣∣∣dX +

∫
Ω

∣∣∣v∣∣∣∣∣∣f(X, un)− f(X, u)
∣∣∣dX

≤
(∫

Ω

∣∣∣f(X, un)
∣∣∣2dX) 1

2
(∫

Ω

∣∣∣vn − v∣∣∣2dX) 1
2

+
(∫

Ω

∣∣∣f(X, un)− f(X, u)
∣∣∣2dX) 1

2
(∫

Ω

|v|2dX
) 1

2

.
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Do un ⇀ u trong S2
k(Ω), vn → v trong L2(Ω) và f(X, u) thỏa mãn điều

kiện (4.2). Do vậy dãy {un} là bị chặn trong S2
k(Ω) và {f(X, un)} bị chặn

trong L2(Ω) nên(∫
Ω

∣∣∣f(X, un)
∣∣∣2dX) 1

2
(∫

Ω

∣∣∣vn − v∣∣∣2dX) 1
2 → 0 khi n→∞.

Lý luận tương tự như Định lí 3.2.1 ta có(∫
Ω

∣∣∣f(X, un)− f(X, u)
∣∣∣2dX) 1

2
(∫

Ω

|v|2dX
) 1

2 → 0 khi n→∞.

Do vậy ∫
Ω

f(X, un)vndX →
∫
Ω

f(X, u)vdX khi n→∞.

Chứng minh tương tự ta có∫
Ω

F (X, un)dX →
∫
Ω

F (X, u)dX khi n→∞.

Bổ đề 4.2.5. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (4.2)–(4.5), B

là tập bị chặn trong H và ε là một số dương cố định. Khi đó tồn tại

T0 = T0(ε, B) sao cho với mỗi dãy {Un} là dãy bị chặn trong B, hội tụ

yếu về U trong H ta có

lim sup
n→∞

‖S(T )Un‖H ≤ ‖S(T )U0‖H + ε với mọi T ≥ T0. (4.18)

Chứng minh. Đặt

E(u(t), ut(t)) :=
1

2

(
‖∇ku(t)‖2

L2(RN ) + ‖u(t)‖2
L2(RN ) +

∥∥u(t)
∥∥2

L2(RN )

)
,

[B(0, R)] =
{
X ∈ RN , |X|k ≤ R

}
với mỗi R ∈ R∗+
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và giả sử S(t)Un = (un(t), unt(t)) là nghiệm của Bài toán (4.6) cùng

với điều kiện ban đầu Un = (un(0), unt(0)) và S(t)U0 = (u(t), ut(t))

là nghiệm của bài toán với điều kiện ban đầu U0 = (u(0), ut(0)). Từ

Bổ đề 4.2.1 suy ra tồn tại C > 0 sao cho

sup
t≥0,n≥0

‖S(t)Un‖H ≤ C. (4.19)

Nhân phương trình đầu của Bài toán (4.1) với ut +
β
2u và tích phân trên

RN , ta có

1

2

d

dt

∫
RN

[(
ut +

β

2
u
)2

+
(

1− β2

4

)2

u2 + |∇ku|2 − 2F (X, u)
]
dX

= −β
2

∫
RN

(
ut +

β

2
u
)2

dX − β

2

(
1− β2

4

) ∫
RN

u2dX

− β

2

∫
RN

|∇ku|2dX +
β

2

∫
RN

f(X, u)udX.

Sử dụng tích chất của hàm f(X, u), đánh giá tương tự như Bổ đề 4.2.1,

ta có∥∥∥∥ut +
β

2
u

∥∥∥∥2

L2(RN )

+

(
1− β2

4

)
‖u‖2

L2(RN ) + ‖∇ku‖2
L2(RN ) − 2

∫
RN

F (X, u)dX

≤ e−
β
2 t

(∥∥∥∥ut(0) +
β

2
u(0)

∥∥∥∥2

L2(RN )

+
(

1− β2

4

)
‖u(0)‖2

L2(RN )

+ ‖∇ku(0)‖2
L2(RN ) − 2

∫
RN

F (X, u(0))dX − C1

)
+ C1, ∀t ≥ 0.

Do đó tồn tại C2 > 0, với mọi t ≥ 0 ta có∥∥∥∥ut +
β

2
u

∥∥∥∥2

L2(RN )

+

(
1− β2

4

)
‖u‖2

L2(RN ) + ‖∇ku‖2
L2(RN )

− 2

∫
RN

F (X, u)dX ≤ C2.
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Từ (4.10) suy ra∥∥∥∥ut +
β

2
u

∥∥∥∥2

L2(RN )

+

(
1 +

β2

4

)
‖u‖2

L2(RN ) + ‖∇ku‖2
L2(RN )

− 2

∫
RN

F (X, u)dX ≤ C3.

Nhân phương trình đầu của Bài toán (4.1) với ut +
β
2u và tích phân trên

[0, T ]× RN , ta có

β

2

T∫
0

∫
RN

(
|ut|2 + |u|2 + |∇ku|2 − f(X, u)u

)
dXdt

=
1

2

[∥∥∥∥ut(0) +
β

2
u(0)

∥∥∥∥2

L2(RN )

+

(
1 +

β2

4

)
‖u(0)‖2

L2(RN )

+ ‖∇ku(0)‖2
L2(RN )

]
−
∫
RN

F (X, u(0))dX +

∫
RN

F (X, u(T ))dX

−1

2

[∥∥∥∥ut(T ) +
β

2
u(T )

∥∥∥∥2

L2(RN )

+

(
1 +

β2

4

)
‖u(T )‖2

L2(RN )

+ ‖∇ku(T )‖2
L2(RN )

]
.

Do đó ∣∣∣∣∣∣
T∫

0

E(u(t), ut(t))−
∫
RN

f(X, u)udX

 dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ C. (4.20)

Tương tự như (4.20), do B là bị chặn trong H và Un ∈ B, với mỗi T ≥ 0

ta có ∣∣∣∣∣∣
T∫

0

E(un(t), unt(t))−
∫
RN

f(X, un)undX

 dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ C. (4.21)
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Nhân phương trình một của Bài toán (4.1) với ut và tích phân trên

[t, T ]× RN , ta có

E(u(T ), ut(T ))−
∫
RN

F (X, u(X,T ))dX + β

T∫
t

‖uτ‖2
L2(RN ) dτ

= E(u(t), ut(t))−
∫
RN

F (X, u(X, t))dX. (4.22)

Từ (4.20) và (4.22), ta có

E(u(T ), ut(T ))−
∫
RN

F (X, u(X,T ))dX +
β

T

T∫
0

T∫
t

‖uτ‖2
L2(RN ) dτdt

=
1

T

T∫
0

E(u(t), ut(t))−
∫
RN

F (X, u(X, t))dX

 dt

≥ 1

T

T∫
0

∫
RN

(
− F (X, u(X, t)) + f(X, u)u

)
dXdt− C

T
. (4.23)

Từ (4.21) và (4.22), ta có

E(un(T ), unt(T ))−
∫
RN

F (X, un(X,T ))dX +
β

T

T∫
0

T∫
t

‖unτ‖2
L2(RN ) dτdt

≤ 1

T

T∫
0

∫
RN

(
− F (X, un(X, t)) + f(X, un)un

)
dXdt+

C

T
. (4.24)

Từ (4.23) và (4.24), suy ra

E(un(T ), unt(T ))−
∫
RN

F (X, un(X,T ))dX +
β

T

T∫
0

T∫
t

‖unτ‖2
L2(RN ) dτdt
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≤ 1

T

T∫
0

∫
RN

(
F (X, u(X, t))− F (X, un(X, t))

)
dXdt

+
1

T

T∫
0

∫
RN

(
f(X, un)un − f(X, u)u

)
dXdt+ E(u(T ), ut(T ))

−
∫
RN

F (X, u(X,T ))dX +
β

T

T∫
0

T∫
t

‖uτ‖2
L2(RN ) dτdt+

2C

T
,

hay

E(un(T ), unt(T )) ≤ 1

T

T∫
0

∫
RN

(
F (X, u(X, t))− F (X, un(X, t))

)
dXdt

+
1

T

T∫
0

∫
RN

(
f(X, un)un − f(X, u)u

)
dXdt+ E(u(T ), ut(T ))

+

∫
RN

F (X, un(X,T ))dX −
∫
RN

F (X, u(X,T ))dX

+
2C

T

+
β

T

 T∫
0

T∫
t

‖uτ‖2
L2(RN ) dτdt−

T∫
0

T∫
t

‖unτ‖2
L2(RN ) dτdt

 . (4.25)

Từ Un ⇀ U suy ra unt ⇀ ut, và bởi tính nửa liên tục yếu của chuẩn, ta

có

lim inf
n→∞

‖unt‖2
L2(RN ) ≥ ‖ut‖

2
L2(RN ) ,

khi đó với mỗi ε > 0 tồn tại N0 > 0 sao cho với mọi N > N0, ta có

T∫
0

T∫
t

‖uτ‖2
L2(RN ) dτdt−

T∫
0

T∫
t

‖unτ‖2
L2(RN ) dτdt ≤ ε. (4.26)
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Từ Bổ đề 4.2.4, ta có

lim
n→+∞

1

T

T∫
0

∫
[B(0,R)]

(
F (X, u(X, t))− F (X, un(X, t))

)
dXdt = 0, (4.27)

lim
n→+∞

1

T

T∫
0

∫
[B(0,R)]

(
f(X, un)un − f(X, u)u

)
dXdt = 0, (4.28)

lim
n→+∞

∫
[B(0,R)]

(
F (X, un(X,T ))− F (X, u(X,T ))

)
dX = 0. (4.29)

Mặt khác ta có∣∣∣∣∣∣∣
1

T

T∫
0

∫
RN\[B(0,R)]

(
F (X, u(X, t))− F (X, un(X, t))

)
dXdt

∣∣∣∣∣∣∣
≤ C

T

T∫
0

{
‖un − u‖L2(RN\[B(0,R)])

[(
‖u‖ρ+1

L2(ρ+1)(RN\[B(0,R)])

+ ‖un‖ρ+1
L2(ρ+1)(RN\[B(0,R)])

)
+ ‖f(X, 0)‖L2(RN\[B(0,R)])

+ ‖g‖LNk (RN\[B(0,R)])

(
‖u‖

L
2Nk
Nk−2 (RN\[B(0,R)])

+ ‖un‖
L

2Nk
Nk−2 (RN\[B(0,R)])

)]}
dt,

∣∣∣∣∣∣∣
1

T

T∫
0

∫
RN\[B(0,R)]

(
f(X, un)un − f(X, u)u

)
dXdt

∣∣∣∣∣∣∣
≤ C

T

T∫
0

{
‖un − u‖L2(RN\[B(0,R)])

(
‖g‖LNk (RN\[B(0,R)]) ‖un‖

L
2Nk
Nk−2 (RN\[B(0,R)])

+ ‖un‖ρLr1ρ(RN\[B(0,R)]) ‖un‖Lr2(RN\[B(0,R)]) + ‖f(X, u)‖2
L2(RN\[B(0,R)])

+ ‖u‖ρLr1ρ(RN\[B(0,R)]) ‖un‖Lr2(RN\[B(0,R)])

)}
dt
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trong đó r1 =
2Nk

(Nk − 2)ρ
nếu ρ 6= 0, r1 = Nk nếu ρ = 0 và

1

r1
+

1

r2
=

1

2
.

Vì vậy, từ Bổ đề 4.2.2 và (4.13), ta có với mỗi số ε > 0 tùy ý, tồn tại

T0 và R0 thỏa mãn với mọi T ≥ T0, R ≥ R0, ta có

1

T

T∫
0

∫
RN\[B(0,R)]

(
F (X, u(X, t))− F (X, un(X, t))

)
dXdt

+
1

T

T∫
0

∫
RN\[B(0,R)]

(
f(X, un)un − f(X, u)u

)
dXdt

+

∫
RN\[B(0,R)]

(
F (X, un(X,T ))− F (X, u(X,T ))

)
dX +

C

T
≤ ε. (4.30)

Do đó từ (4.26), (4.27), (4.28), (4.29) và (4.30), sau đó chuyển qua giới

hạn, ta có

lim sup
n→∞

E(un(T ), unt(T )) ≤ E(u(T ), ut(T )) + ε,

suy ra điều phải chứng minh.

Bây giờ ta chứng minh tính compact tiệm cận của S(t) trong H.

Định lí 4.2.6. Giả sử f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (4.2)–(4.5). Khi

đó {S(t)}t≥0 là compact tiệm cận trong H, nghĩa là, với mọi dãy bị chặn

{Un}∞n=1 trong H và mọi dãy không âm {tn}∞n=1 thỏa mãn tn → +∞ khi

n→ +∞, khi đó {S(tn)Un}∞n=1 có một dãy con hội tụ trong H.

Chứng minh. Từ Bổ đề 4.2.1, ta có tồn tại một tập bị chặn B trong H

thỏa mãn S(tn)Un ⊂ B,∀n ∈ N, do đó tồn tại U ∈ H và một dãy con

{nk}∞k=1 sao cho

S(tnk)Unk ⇀ U trong H,
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nên

lim inf
k→+∞

‖S(tnk)Unk‖H ≥ ‖U‖H . (4.31)

Bây giờ, chúng ta sẽ chứng minh tồn tại một dãy con của dãy

S(tnk)Unk hội tụ mạnh tới U trong H, bằng cách chúng ta sẽ xây dựng

dãy con S(tnkj )Unkj của S(tnk)Unk thỏa mãn

lim sup
j→∞

∥∥∥S(tnkj )Unkj

∥∥∥
H
≤ ‖U‖H .

Thật vậy, từ Bổ đề 4.2.5 ta có với mỗi l > 0 tồn tại T0 = T0(l,B) sao

cho với mỗi {ϕi} ⊂ B, ϕi ⇀ ϕ trong H, ta có

lim sup
i→∞

‖S(T0)ϕi‖H ≤ ‖S(T0)ϕ‖H +
1

l
. (4.32)

Vì tnk ≥ T0, khi đó ta có

S(tnk − T0)Unk ⊂ B.

Do đó có UT0 và một dãy con {nkj(l)}∞j(l)=1 của dãy {nk}∞k=1 thỏa mãn

S(tnkj(l) − T0)Unkj(l) ⇀ UT0 trong H, (4.33)

nên sử dụng Bổ đề 4.2.3, suy ra

S(tnkj(l))Unkj(l) = S(T0)S(tnkj(l) − T0)Unkj(l) ⇀ S(T0)UT0 trong H.

Do tính duy nhất của giới hạn nên U = S(T0)UT0.

Lấy ϕkj(l) = S(tnkj(l) − T0)Unkj(l) trong (4.32), ta có

lim sup
j(l)→∞

∥∥∥S(T0)S(tnkj(l) − T0)Unkj(l)

∥∥∥
H
≤ ‖S(T0)UT0‖H +

1

l
.

Suy ra,

lim sup
j(l)→∞

∥∥∥S(tnkj(l))Unkj(l)

∥∥∥
H
≤ ‖U‖H +

1

l
. (4.34)
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Với l = 1 từ (4.34) tồn tại j1(1) thỏa mãn∥∥∥S(tnkj1(1)
)Unkj1(1)

∥∥∥
H
≤ ‖U‖H + 2.

Ta định nghĩa j1(1) bởi j1.

Với l = 2 từ (4.34) tồn tại j2(2) thỏa mãn nkj1 < nkj2(2) và∥∥∥S(tnkj2(2)
)Unkj2(2)

∥∥∥
H
≤ ‖U‖H + 1.

Ta định nghĩa j2(2) bởi j2.

Tương tự, với l = m từ (4.34) tồn tại jm(m) thỏa mãn

nkjm−1 < nkjm(m)
và∥∥∥S(tnkjm(m)

)Unkjm(m)

∥∥∥
H
≤ ‖U‖H +

2

m
.

Ta định nghĩa jm(m) bởi jm.

Cứ làm như vậy ta có dãy {nkji}
∞
i=1 là dãy con của dãy {nk}∞k=1 và

thỏa mãn

lim sup
i→∞

∥∥∥S(tnkji
)Unkji

∥∥∥
H
≤ ‖U‖H .

Do đó ta có điều phải chứng minh.

Ta chứng minh sự tồn tại tập hút toàn cục của nửa nhóm S(t)

trong H.

Định lí 4.2.7. Giả sử f(X, u) thỏa mãn điều kiện (4.2)–(4.5). Khi đó

nửa nhóm S(t) sinh ra bởi Bài toán (4.1) có một tập hút toàn cục AH

trong H.

Chứng minh. Kí hiệu

B =
{
U ∈ H : ‖U‖2

H < M
}
,
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ở đây M là hằng số trong (4.7). Khi đó B là tập hấp thụ của S(t) trong

H. Hơn nữa, S(t) là compact tiệm cận trong H do Định lí 4.2.6. Vì vậy,

ta có sự tồn tại tập hút toàn cục AH của S(t) trong H.

Ví dụ 4.2.8. Ta sẽ chứng minh sự tồn tại tập hút toàn cục của bài toán

Cauchy sau
∂2u

∂t2
+ β

∂u

∂t
+ u = G 1

2
u+ f(X, u) với X = (x, y) ∈ R2, t > 0,

u(x, y, 0) = u0(x, y),
∂u

∂t
(x, y, 0) = u1(x, y) với (x, y) ∈ R2,

trong đó u0(x, y) ∈ S2
1/2(R

2), u1(x, y) ∈ L2(R2), β là các hằng số dương

G 1
2
u =

∂2u

∂x2
+ |x|∂

2u

∂y2
,

và

f(X, u) =


−u(1−u2)
|X|4+1 khi |u| ≤ 1, |X|2 = x2 + y2,

u(1−u2)
|X|4+1 khi |u| ≥ 1.

Đặt

F (X, u) =

u∫
0

f(X, ξ)dξ.

Nếu |u| ≤ 1 ta có

F (X, u) =

u∫
0

−ξ(1− ξ2)

|X|4 + 1
dξ = − 1

|X|4 + 1

(u2

2
− u4

4

)
.

Nếu |u| ≥ 1 ta có

F (X, u) =

u∫
0

f(X, ξ)dξ =

1∫
0

f(X, ξ)dξ +

u∫
1

f(X, ξ)dξ

=

1∫
0

−ξ(1− ξ2)

|X|4 + 1
dξ +

u∫
1

ξ(1− ξ2)

|X|4 + 1
dξ
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=
1

|X|4 + 1

(u2

2
− u4

4
− 1

2

)
.

Do đó

F (X, u) =


−1
|X|4+1

(
u2

2 −
u4

4

)
khi |u| ≤ 1,

1
|X|4+1

(
u2

2 −
u4

4 −
1
2

)
khi |u| ≥ 1.

Bây giờ chúng ta sẽ đi kiểm tra các điều kiện (4.2)–(4.5) đối với hàm

f(X, u) trong điều kiện (4.2) là C = 3, ρ = 4, g(X) = 1
|X|4+1 + 1

(|X|4+1)
2 ∈

L
5
2 (RN) ∩ L 5

4 (RN) và N 1
2

= 5
2 .

Thật vậy, nếu |u| và |v| cùng nhỏ hơn bằng 1 hoặc cùng lớn hơn bằng

1, khi đó áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có

|f(X, u)− f(X, v)| =
∣∣∣u (1− u2

)
|X|4 + 1

−
v
(
1− v2

)
|X|4 + 1

∣∣∣
=
∣∣∣ 1

|X|4 + 1

∣∣∣∣∣∣u (1− u2
)
− v

(
1− v2

)∣∣∣
≤
∣∣∣ 1

|X|4 + 1

∣∣∣∣∣∣u− v∣∣∣∣∣∣1 +
3

2
u2 +

3

2
v2
∣∣∣

≤
∣∣∣u− v∣∣∣∣∣∣u4 + v4 +

1

|X|4 + 1
+
( 1

|X|4 + 1

)2∣∣∣.
Nếu |u| và |v| có một số lơn hơn 1 và một số nhỏ hơn 1 khi đó ta có

|u− 1| ≤ |u− v|, |v − 1| ≤ |u− v|,

|f(X, u)− f(X, v)| ≤ |f(X, u)− f(X, 1)|+ |f(X, 1)− f(X, v)|

≤
∣∣∣u− 1

∣∣∣∣∣∣u4 + 1 +
1

|X|4 + 1
+
( 1

|X|4 + 1

)2∣∣∣
+
∣∣∣v − 1

∣∣∣∣∣∣1 + v4 +
1

|X|4 + 1
+
( 1

|X|4 + 1

)2∣∣∣
≤
∣∣∣u− v∣∣∣(2 + u4 + v4 +

2

|X|4 + 1
+ 2
( 1

|X|4 + 1

)2)
≤ 3

∣∣∣u− v∣∣∣(u4 + v4 +
1

|X|4 + 1
+
( 1

|X|4 + 1

)2
)
.
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Vậy hàm f(X, u) thỏa mãn điều kiện (4.2).

Ta có f(X, 0) = 0 ∈ L2(R2), nên f(X, u) thỏa mãn điều kiện (4.3).

Với điều kiện (4.4), ta chọn C1 = 1
4 , g1(X) = − 1

4(|X|4+1) ∈ L
1(R2).

Thật vậy, ta tìm C1 và g2(X) = C2

|X|4+1 thỏa mãn

F (X, u) ≥ C1f(X, u)u+
C2

|X|4 + 1

⇔


−1
|X|4+1

(
u2

2 −
u4

4

)
≥ C1

−u(1−u2)
|X|4+1 + C2

|X|4+1 khi |u| ≤ 1,

1
|X|4+1

(
u2

2 −
u4

4 −
1
2

)
≥ C1u

(
1− u2

)
+ C2 khi |u| ≥ 1,

⇔


−1
(
u2

2 −
u4

4

)
≥ −uC1

(
1− u2

)
+ C2 khi |u| ≤ 1,

u2

2 −
u4

4 −
1
2 ≥ C1u

(
1− u2

)
+ C2 khi |u| ≥ 1,

⇔


(

1
4 − C1

)
u4 +

(
C1 − 1

2

)
u2 ≥ C2 khi |u| ≤ 1,

(
C1 − 1

4

)
u4 +

(
1
2 − C1

)
u2 ≥ C2 + 1

2 khi |u| ≥ 1,

ta chọn C1 = 1
4 khi đó C2 thỏa mãn

−1
4u

2 ≥ C2 khi |u| ≤ 1,

1
4u

2 ≥ C2 + 1
2 khi |u| ≥ 1,

nên ta chọn C2 = −1
4 . Khi đó ta có

F (X, u) ≥ 1

4
f(X, u)u− 1

4(|X|4 + 1)
, ∀X ∈ R2, u ∈ R.

Ta có

−1

|X|4 + 1

(
u2

2
− u4

4

)
≤ 0, ∀X ∈ R2,∀|u| ≤ 1,

1

|X|4 + 1

(
u2

2
− u4

4
− 1

2

)
≤ 0, ∀X ∈ R2,∀|u| ≥ 1.

109



Nên F (X, u(X)) ≤ 0, với mọi u ∈ S2
1/2(R

2). Vậy hàm f(X, u) thỏa mãn

điều kiện (4.5).

Do đó f(X, u) thỏa mãn các điều kiện (4.2)–(4.5). Nên áp dụng

Định lí 4.2.7, ta có Ví dụ 4.2.8 tồn tại một tập hút toàn cục

AS2
1/2(R2)×L2(R2) trong S

2
1/2(R

2) × L2(R2) đối với nửa nhóm S(t) sinh bởi

Ví dụ 4.2.8.

KẾT LUẬN CHƯƠNG 4

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu bài toán hyperbolic tắt dần

chứa toán tử Grushin trong toàn không gian, với số hạng phi tuyến thỏa

mãn một số tính chất. Các kết quả đạt được bao gồm:

1) Chứng minh được sự tồn tại duy nhất của nghiệm tích phân của

bài toán (Định lí 4.1.5 ).

2) Chứng minh được sự tồn tại tập hút toàn cục của bài toán

(Định lí 4.2.7).

Các kết quả của Chương 4 là sự mở rộng các kết quả tương ứng trước

đó đối với phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán tử elliptic trong

toàn không gian trong [27, 33] cho toán tử Grushin và hàm phi tuyến.

Phương pháp được sử dụng ở đây là phương pháp ước lượng đuôi nghiệm

cho hình cầu suy biến tương ứng với toán tử Grushin.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

Các kết quả đạt được

Trong luận án này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm, tính

chính quy của nghiệm của bài toán biên có chứa phương trình elliptic

suy biến trong miền bị chặn có biên trơn và sự tồn tại nghiệm toàn cục,

tập hút toàn cục của bài toán biên giá trị ban đầu đối với phương trình

hyperbolic tắt dần có chứa toán tử elliptic suy biến. Các kết quả chính

đạt được trong luận án bao gồm:

1. Đối với bài toán biên elliptic suy biến đưa ra và chứng minh được

sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán với một số điều kiện của số hạng

phi tuyến, và tính chính quy của nghiệm.

2. Đối với phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán tử elliptic suy

biến mạnh trong miền bị chặn: Chứng minh được sự tồn tại và duy

nhất của nghiệm tích phân. Chứng minh được sự tồn tại của tập hút

toàn cục liên thông compact trong không gian S2
(k1,k2),0(Ω)× L2(Ω)

và chứng minh được số chiều fractal của tập hút là hữu hạn.

3. Đối với phương trình hyperbolic tắt dần chứa toán tử Grushin trong

toàn không gian: Chứng minh được sự tồn tại và duy nhất của

nghiệm tích phân. Chứng minh được sự tồn tại của tập hút toàn

cục trong không gian S2
k(RN)× L2(RN) .

Kiến nghị một số vần đề nghiên cứu tiếp theo

Bên cạnh các kết quả đạt được trong luận án, một số vấn đề mở liên

quan cần được tiếp tục nghiên cứu như:
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1. Nghiên cứu điều kiện tồn tại nghiệm của các bài toán biên nói trên

trong miền không bị chặn, trong miền bị chặn với điều kiện biên

Dirichlet không thuần nhất.

2. Nghiên cứu sự tồn tại tập hút khi hàm phi tuyến phụ thuộc thời

gian như tập hút lùi, tập hút đều và các tính chất của tập hút.

3. Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm và dáng điệu tiệm cận nghiệm của

các phương trình hyperbolic suy biến với các điều kiện biên khác

nhau, chẳng hạn điều kiện biên không thuần nhất, điều kiện biên

Neumann, điều kiện biên hỗn hợp, điều kiện biên phi tuyến, ... Để

làm được điều này cần xây dựng được không gian có trọng tương

ứng, định lí nhúng kiểu Sobolev.

4. Nghiên cứu các mô hình ứng dụng thực tế.
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